
第一章 行列式 
第一节  二阶与三阶行列式 

一、二阶行列式的引入 

1.引例 解二元线性方程组 11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

,
.

a x a x b
a x a x b

+ =⎧
⎨ + =⎩

 

用消元法得： , 11 22 12 21 1 1 22 12 2

11 22 12 21 2 11 2 21 1

( )
( )
a a a a x b a a b
a a a a x a b a b

− = −⎧
⎨ − = −⎩

当 时，方程组的解为11 22 12 21 0a a a a− ≠ 1 22 12 2
1

11 22 12 21

b a a bx
a a a a

−
=

−
 , 11 2 1 21

2
11 22 12 21

a b b ax
a a a a

−
=

−
. 

将分母中四个数按其在方程组中出现的位置排成一个方形表    11a 12a

21a   22a

2.定义 1 表达式 称为数表   11 22 12 21a a a a− 11a 12a

                                      21a 22a

确定的二阶行列式，并记作 11 12

21 22

a a
a a

。 

数 称为行列式的元素。i 称为行标，j 称为列标，表明该元

位于第 i 行、j 列。位于第 i 行、j 列的元素称为行列式的 元。 

ija ( 1,2; 1,2)i j= =

( , )i j

3. 对角线法则   。 红线上两元素乘积冠正号，绿

线上两元素乘积冠负号。 
4. 用行列式表示二元线性方程组的解: 

这样，当 时，二元一次方程组11 22 12 21 0a a a a− ≠ 11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

,
.

a x a x b
a x a x b

+ =⎧
⎨ + =⎩

的解为： 

1 12

2 221 22 12 2
1

11 1211 22 12 21

21 22

b a
b ab a a bx
a aa a a a
a a

−
= =

−
,

11 1

21 211 2 1 21
2

11 1211 22 12 21

21 22

a b
a ba b b ax
a aa a a a
a a

−
= =

−
. 

 若记 11 12

21 22

a a
D

a a
= ，称 D 为系数行列式，又记 1 12

1
2 22

b a
D

b a
= ， 11 1

2
21 2

a b
D

a b
=  （注



意：D 与 间的关系。）则当1 2,D D 0D ≠ 时，二元一次方程组有唯一解：

1 2
2

D D
D

= = 。1 ,x x
D

例 1  解线性方程组

解  由于 

（注意解的表达式有规律） 

,3 4
2 7
x y
x y
+ =⎧

⎨
+ =⎩ .

8
5

 

1
1

36 ,
13

Dx
D

= =,   1 236,D D= =     D=13 0≠ 1,−   所以    2
2

1 .
13

Dx
D

= = −  

注：1.行列式 论起 组，它理 源于解线性 在线性代数及其他数学分支中都

有着广泛的应用。 

二阶行列式的定义推广可得三 式 
数排成三行三  

方程

阶行列

列的数表

2.二阶行列式的形成源于简化方程组解的表达形式。 
 
二、三阶行列式 
将

1.定义 2 设有九个

   
11 12 13

a a a （1） 记 
a a a

21 22 23

31 32 33a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

＝ (2) 

称（2）式为数表（1）确定的三阶行列式。 
2. 对角线法则： 

11 22 33 12 23 31 11 23 32 12 21 33 13 22 31,a a a a a a a a a a a a a a a+ − − −13 21 32a a a+

红线上三元素乘积冠正号，绿线上三元素冠负号。 
注：对角线法则只适用于二、三阶行列式。 
例 满足什么条件时有 

0a b
0 0b a− =    D=

1 0 1

解 按对角线法则,有 

D= 1 0 1 0 ( bi ) 1 0 1 ( ) 1a a b a b b+ + − − − −i i i i i i i i i =0 0a− i i 2 2a b+  

因此，当 且 时，0a = 0b = 0D = 。 
阶行列式如何展开？问题：四阶行列式或 n  

、三 列式 开式3. 分析二 阶行 的展 ： 



 1)每项的构成：元素个数；元素取法。 
 2)总项数。 

  

义  对角线法则 

第二节 全排列及其逆序数 
、排列 

引例 用数字 1.2.3 可以组成多少个没有重复数字的三位数？换言之：把 1.2.3
三个元素排成一列共有多少种排法？答：123  132  213  231  312  321。 

排列

3)各项的符号。 
三、小结 
二、三阶行列式的定

四、作业 261(2)(3)p  

 

一

定义 3 由 n 个不同的数码 1,2,…,n 组成的有序数组 1 2... ni i i ，称为一个 n 级全

（简称排列）。用 np 表示所有排列的种数。引例中 3 6p = 。 

问题：把 n 个不同元素排成一列有几种不同排法？ 

□ □  □ □

分析： 
     □  □  

n n-1 n-2    3   2   1 

种  种  种     种  种  种 

!

"  

↓   ↓    ↓  ↓  ↓  ↓

放  放  放     放  放  放 

( 1)( 2) 2 1n n n n− − ⋅ ="法  法  法     法  法  法       共有 种排法。 

二、逆序数 

排在较小的数

例 2 2341 是一个四阶排列。 234 不是排列。 

定义 4 在一个 n 级排列 中，如果有较大的数1 2... ni i i ti si 前面

（ s t≺ ），则称 ti 与i i si 构成一个逆序。 

：一个排列中所有逆序的总数叫做这个排列的逆序数。 

分别计算出排列中每个元素前面比它大的数码个数之

逆序数

计算逆序数的方法：

和， 排列的逆

序数

即算出排列中每个元素的逆序数，每个元素的逆序数之和即为所给

。记为 1 2( )nj j jτ " 。 

例 3 排列 31425 的逆序数为 

(31425)= (3) (1) (4) (2) (5)τ τ τ τ τ+ + + + =0 1 0 2 0+ + + + =3τ . 

例 4  排列 1234…n 的逆序数为 0。此排列称为自然排列。 
奇排列、偶排列 

排列。 
排列的逆序数，并讨论它们的奇偶性 

( 3 ）

定义 5 逆序数为奇数的排列叫奇排列，逆序数为偶数的叫偶

思考题：计算下列

1) 976845312;    (2)n(n-1)(n-2)……321  （



(2k)1
 

少次相邻两数对换变成自然排列？ 

及求法 

n  
、概念的引入 

 分析三阶

(2k-1)2(2k-2)3(2k-3)……(k+1)k 
(4)决定 i.j 的值，使 7i69j4213 为偶排列  ； 19ij23456 为奇排列。

(5)排列 n(n-1)(n-2)…..321 经过多

注 (2)、(3)中注意讨论各种情况。 
三、小结 
1、排列、逆序的概念 
2、逆序数

四、作业 2(4) 6)p  26 (

 
第三节 阶行列式的定义

一

行列式的展开式 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a
a a a

(1)共有 3!=6. (2)每项都是位于不同行不同列的三个元素的乘积。  (3)
当行标为自然排列时每项的正负号都取决于三个元素的列下标排列的奇偶性。. 

a a ＝a a a a a+11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31,a a a a a a a a a a a a a+ − − −  

例如 13 21 32a a a 列下标排列 312 的逆序数为 (312) 2τ = ，偶排列取“＋“号；

11 2a a 3 32a 列下标排列 132 的逆序数为 (132) 1τ = ，奇排列取负号。故 

11 12 13a a

21 22 23

31 32 33

a
a a a
a a a

＝

二、n 阶行列式的定义 

n 行 n 列的数表 

n

作出表中位于不同行不同列的 n 个数的乘积，并冠以符号 ，得到形如

1 2 3

1 2 3

1, 2 3

( , , )
1 2 3( 1) p p p

p p p
p p p

a a aτ−∑  

定义 6 设有 个数，排成2n

1

21 22 2

1 2

...
... ... ... ...

...

n

n

n n n

a
a a a

a a a

 

1 12 1...a a

1 2( ... )( 1) np p pτ−

1 2

1 2

( , ... )
1 2( 1) .....np p p

p p npna a aτ− （3）的项，其中 1 2... np p p 为自然数 123…n 的一个排列，

1 2( ... )np p pτ 为这个排列的

共有 !n 项。所有这 !n

逆序,由于这样的排列共有 !n 个，因而形如（3）式的项

项的代数和称为 n 阶行列式，记作 



D=

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

= ，简记作 。称

为de 的元素。 表示对所有排列

1 2

1 2

1, 2

( , ... )
1 2

...
( 1) ... ...n

i

n

p p p
p p ip npn

p p p
a a a aτ−∑

1 2, ... np
∑ 1 2... n

det( )ija ija

t( )ija
p p

p p p 求和。 

说明  
1.行列式是一种特定的算式，它是根据求解方程个数和未知量个数相同的一

次方程组的需要而定义的； 
2.n 阶行列式是 n!项的代数和，当行标为自然排列时正负号由列下标排列的

逆序数的奇偶性决定； 
3.n 阶行列式的每项都是位于不同行不同列 n 个元素的乘积； 

4.一阶行列式 a a= 不要与绝对值记号相混淆。 

5.一行列式若有一行或一列中的元素皆为零，则此行列式必为零。 
例 5 下列乘积项中，哪些可以构成相应阶行列式中的项？ 

1) ；  2)  43 21 35 12 51a a a a a− 61 23 45 36 12 54a a a a a a

解 1) 不能。 乘积项中有两个第一列的元素。 

2)可以构成。重排为  12 23 36 45 54 61a a a a a a (236541) 8τ =∵  故该项符号为正。 

定 理 1  行 列 式 的 等 价 定 义 ： n 阶 行 列 式 还 可 以 定 义 为

， 1

1
1

( ... )
1

( ... )
( 1) ...n

n
n

p p
p p

p p
D aτ= −∑ na

式中把列标排成了一个自然排列。 
三．几种特殊的行列式 
1) 主对角线行列式 

1

2
1

0 ... 0
0 ... 0

...
... ... ... ...
0 0 ...

n

n

λ
λ

λ λ

λ

=  

证 设    

1

2

0 ... 0
0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... n

λ
λ

λ

＝

11

22

0 ... 0
0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... nn

a
a

a

 

＝ ＝ ＝1 2

1
1 2

( ... )
1

...
( 1) ...n

n
n

p p p
p np

p p p
a aτ−∑ (12... )( 1) nτ− 11 22... nna a a 1... nλ λ 。 

    2) 副对角线行列式 



1

2

n

λ
λ

λ
$

＝

1

2, 1

1

n

n

n

a
a

a

−

$
＝  ( , 1......1)

1 2, 1 1( 1) ...n n
n n na a aτ −

−−

＝
( 1)

2
1 2( 1) ...

n n

nλ λ λ
−

− 。 

    3) 下三角行列式 

D=

11

21 22

1 2

... ... ... ...
...n n n

a
a a

a a a n

n −

a

 

分析 考虑行列式乘积项 中的非零项： 1 2

1 2

( , ... )
1 2( 1) .....np p p

p p npna a aτ−

     
11 1 10( 1), 1pa p p= =; 取 ；

1 2 2 20( 2), 2;pa p p= =; 取
 

…… 

1, 1 1 10( 1), 1;n pn n n

n

a p n p

p n
− − − −= − =

=

; 取
 

解 。 (12... )
11 22 11 22( 1) ... ...n

nn nnD a a a a aτ= − =

4) 上三角行列式 

11 12 1

22 2

...

...

... ...

n

n

nn

a a a
a a

a

＝ 。 11 22... nna a a

例 6 计算 

0 0
0 0
0 0

a b
c d

D
e f

g e f h

=  

解 四阶行列式的通项为 共有4!1 2 3 4

1 2 3 4

( )
1 2 3 4( 1) j j j j

j j j ja a a aτ− 24= 项，它的非零项

有四项，故  (1234) 4231) (4321)( 1) ) degD acf b bτ= − (1324) (( 1) ( 1)h adehτ τ+ − + − ( 1cfgτ + −

    ＝acfh 。 adeh bcfh bdeh+ − + − +

思考 1.若 det( )ijD a a= = ，则 ＝___________. ' det( )ijD = −a



2.由

5 1 2 3
1 2

1 2 3
1 2 2

x
x x

D
x

x x

=  求 4x 与 3x 的系数。 

四、小结 
1、n 阶行列式的定义（其展开式的三个特点）。 
2、几种特殊行列式。 
3、可直接用定义计算的行列式的类型。 

五、作业 263p  

第四节 对换 
定义 7 在排列中，将任意两个元素对调，其余的元素不动，这种作出新排

列的手续叫对换。将相邻两个元素对换，叫做相邻对换。 

   例如 对换 变为 ； 1 1... ...l ma a abb b ,a b 1 1... ...l ma a bab b

1 1 1... ... ...l na a ac c bb bm m对换 变为 。 ,a b 1 1 1... ... ...l na a bc c ab b

定理 2 一个排列中的任意两个元素对换，排列改变奇偶性。 
推理 奇排列调成自然排列的对换次数为奇数。 

偶排列调成自然排列的对换次数为偶数。 
第五节   行列式的性质 

一．转置行列式 

  

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

nT

n n n

a a a
a a a

D

a a a

=

n

称为 D=

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

的转置行列式。 

二．行列式的性质 
性质一 行列式与它的转置行列式相等。 

证明 设

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

nT

n n n

b b b
b b b

D

b b b

=

n

 则 ( , 12... )ij jib a i j n= =

b 1 2

1 2

( ... )
1 2( 1) ...n

n

p p p
p p

p
a aτ−

由行列式的定义知

＝1 2

1 2
1 2

( ... )
1 2

...
( 1) ...n

n
n

p p pT
p p np

p p p
D bτ= −∑ b

1 2 ...
np n

p p
a∑ 由行列式的等

价定义知 。 TD D=

注 此性质表明，在行列式中的行与列具有同等的地位，对行成立的性质，

对列也成立，反之亦然。 
性质二 互换行列式的两行（列），行列式变号。 

利用行列式的定义可证得性质二。 
推论 如果行列式有两行（列）完全相同，则此行列式等于零。 



证明 将这相同的两行互换，有 D= -D 故 D=0. 
性质三 行列式的某一行（列）中所有的元素都乘以同一数 k，等于用数 k

乘此行列式， 

即

11 12 1

1 2

1 2

... ...
... ... ... ... ...

... ...
... ... ... ... ...

... ...

n

i i i

n n nn

a a a

ka ka ka

a a a

n ＝k

11 12 1

1 2

1 2

... ...
... ... ... ... ...

... ...
... ... ... ... ...

... ...

n

i i i

n n n

a a a

a a a

a a a

n

n

. 

证明 左边 1 2

1 2

1, 2

( , ... )
1 2

...
( 1) ... ..n

i

n

p p p
p p ip npn

p p p
a a ka aτ−∑ ＝ 

1 2

1 2

1, 2

( , ... )
1 2

...
( 1) ... ..n

i

n

p p p
p p ip npn

p p p
k a aτ−∑ a a

jr

j

＝右。 

规定 以 表示行列式的第 i 行， 表示第 j 列。交换 i,j 两行记作 ，交

换 i,j 两列记作

ir ic ir ↔

ic c↔ 。第 i 行（或列）乘以 k，记作 ir k× （或 ）. ic × k

推论 行列式中某一行（列）的所有元素的公因子可以提到行列式记号的外

面。 

第 i 行（或列）提出公因子 k，记作 ir k÷ ( ic k÷ ). 

例 7 2 21 2 6 1 2 2 1 1
6 6 2

6 12 1 2 1 1
r c÷ ÷
=== ===

i 。 

性质四 若行列式中有某两行对应元素成比例，则此行列式为零。 
注 利用性质三与推理证明。 

例 8  
2 4
3 6
5 10 4

D
−

= −
−

1
3   

解 因第一列与第二列对应元素成比例，据性质四知，D=0. 

例 9 已知
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

＝1，求
31 32 33

21 22 23

11 12 13

a a ka
D a a ka

a a ka
= 。 

解 
31 32 33 11 12 13

3 1 3
21 22 23 21 22 23

11 12 13 31 32 33

a a a a a a
c k r r

D k a a a k a a a
a a a a a a

÷ ↔
−

==== ====
=－k. 

性质五 若行列式的某一列（行）的元素都是两数之和，则此行列式可以写

成两个行列式的和， 



即

'

'

'

11 12 1 11

21 22 2 22

1 2

...( )...
...( )...

... ... ..................... ...
...( )...

i ni

i ni

n n ni nnni

a a a a a
a a a a a

D

a a a a a

+
+

=

+

 ＝

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...... ......

...... ......
... ... ................. ...

....... .....

i n

i n

n n ni nn

a a a a
a a a a

a a a a

＋ 

'

'

'

11 12 11

21 22 22

1 2

...... ......

...... ......
... ... ................. ...

....... .....

ni

ni

n n nnni

a a a a
a a a a

a a a a

 

证 左＝  1 2

1 2 '

1, 2

( , ... )
1 2

...
( 1) ...( )...n

i i
n

p p p
p p ip ip npn

p p p
a a a a aτ− +∑

＝ ＋1 2

1 2

1, 2

( , ... )
1 2

...
( 1) ... ...n

i

n

p p p
p p ip npn

p p p
a a a aτ−∑ 1 2

1 2 '

1, 2

( , ... )
1 2

...
( 1) ... ...n

i
n

p p p
p p ip npn

p p p
a a a aτ−∑ ＝右 

 注 若 n 阶行列式每个元素都可表示成两数之和，则它可分解成 个行列式

之和。 

2n

例 9 
a x b y a b y x b y a b
c z d w c d w z d w c d
+ + + +

= + =
+ + + +

＋
a y
c w

＋
x b x y
z d z w

+  

例 10 证明

x y z x y x z
x z y z x z y
y z x y z y x

+ −
+ − =
+ −

。 

证 左＝

x y z x
z x y z
y z x y

+ −
+ −
+ −

＝

x z x y z x
z y z x y z
y x y z x y

− −
− + −
− −

＝

y x z
x z y
z y x

。（注意此处第

一列两数之和的拆法） 
性质六 行列式的某一列（行）元素加上另一列（行）对应元素的 k 倍，行

列式不变，即 i 时j≠

11 12 1

1 1 2 2

1 2

1 2

...

...

...

...

n

i j i j in jn

j j j

n n nn

a a a

a ka a ka a ka

a a a

a a a

+ + +
# # #

# # #

# # #
n

=

11 12 1

1 2

1 2

1 2

...

...

...

...

n

i i in

j j j

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a

# # #

# # #

# # #
n

 

证 由性质五知 



左=

11 12 1

1 2

1 2

1 2

...

...

...

...

n

i i i

j j j

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a

# # #

# # #

# # #
n

+

11 12 1

1 2

1 2

1 2

...

...

...

...

n

j j

j j j

n n n

a a a

ka ka ka

a a a

a a a

# # #

# # #

# # #

jn

n

n

而根据性质四，上式第二个行列式为

零，即得左＝右。 
三、例题（性质的应用） 

例 11 计算 
1 1

2 2

3 3

1 2 3
1 2 3
1 2 3

a a
D a a a

a a

+ + +
= + + +

+ + +

1

2

3

a

a
。 

解 
2 1 1

23 1

3

1 1 2
1 1 2
1 1 2

c c a
D ac c

a

− +
+ =−
+=====

0  

例 12 计算

1 9 13 7
2 5 1 3

3 1 5 5
2 8 7 10

D

−
− −

=
− −

− −

。 

解  

2 1
3 4

3 1

4 2
4 1

2 1 9 13 7
3 0 13 25 17

0 26 34 26
2

2 0 26 33 24

r r
r r

r r
D

r r
r r

+ −
−

− −
====

===== − −
+

− − −

1 9 13 7
0 13 25 17
0 0 1 2
0 0 17 10

−
−

− −
 

4 317r r+
=======

1 9 13 7
0 13 25 17

1 ( 13) ( 1) ( 24) 312
0 0 1 2
0 0 0 24

−
−

= × − × − × − = −
− −

−

。 

注 计算行列式时，常先用性质六将行列式化为上三角行列式，从而算得行

列式的值。此法计算过程完全格式化，因此对于阶数较高的数字行列式可利用计

算机来计算其值。 
思考题 计算 

     

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 2 3 ...
1 2 3 ...
1 2 3 ...

1 2 3 ...n n n

a a a n
a a a n
a a a n

a a a n

+ + + +
+ + + +
+ + + +

+ + + +#

# # # #

1

2

3

n

a
a
a

a

。 



例 13 计算

...

...

...

...

a b b b
b a b b

D b b a b

b b b a

=
# # # #

。 

解法一  

1 2 3

( 1) ...
( 1) ...

...
( 1) ...

( 1) ...

n

a n b b b b
a n b a b b

c c c c
D a n b b a b

a n b b b a

+ −
+ −

+ + + +
+ −

============

+ −
# # # #

1

1 ...
1 ...

[ ( 1) ]
( 1) 1 ...

1 ...

b b b
a b b

c a n b
a n b b a b

b b a

÷ + −
+ −

===========
# # # #

 

2 1

1

1 ...
0 0 ... 0

( 1) 0 0 ... 0

0 0 0 ...n

b b b
r r

a b
D a n b a b

r r
a b

−
−

====
+ − −

−
−

#
# # # #

＝ 。 1[ ( 1) ]( )na n b a b −+ − −

注 该例为一个 n 阶字母型行列式，计算字母行列式需要针对具体问题应用

相应的技巧。这行列式特点为每一行（列）的元素之和相同。今后凡遇此类行列

式均可利用此方法来计算。 
解法二  

2 1

1

...
0 ... 0

0 ... 0

0 ...n

a b b b
r r

b a a b
D b a a b

r r
b a a b

−
− −

====
− −

−
− −

#
# # # #

1
2

( 1) ...
0 0 ... 0
0 0 ... 0

0 0 ...

n

j
j

a n b b b b
a b

a b
c c

a b
=

+ −
==== −

−
+

−

∑ # # # #
＝ 。 1[ ( 1) ]( )na n b a b −+ − −

例 14 计算 



D=
2 3 2 4 3 2
3 6 3 10 6 3

a b c d
a a b a b c a b c d
a a b a b c a b c d
a a b a b c a b c d

+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +

. 

解 从第四行开始，后行减前行 

4 3

3 2

2 1

0
0 2 3 2
0 3 6 3

r r a b c d
r r a a b a b c

D
a a b a b c

r r a a b a b c

−
− + + +

==== + + +
− + + +

＝

4 3

3 2 0
0 0 2
0 0 3

r r a b c d
r r a a b a b c

a a
a a b

−

b
− + + +

==== +
+

 

4 3 40
0 0 2
0 0 0

a b c d
r r a a b a b c

a
a a b

a

− + + +
=

==== +
。 

注 上述诸例中都有几个运算写在一起的省略写法，要注意各个运算次序一

般不能颠倒。 

例 15 奇数阶反对称行列式为零。 ( , 0)ij ji iia a a= − =  

如

0 3 5
3 0 2

5 2 0
D

−
= − =

−

3

0 3 5
3 0 2 ( 1)
5 2 0

−
− = −

−

0 3 5
3 0 2

5 2 0

−
−

−
 

即 D=－D ，故 D=0. 

例 16 设

11 1

1

11 1 11 1

1 1

...

...

... ...

... ...

k

k kk

k n

n nk n

a a

a a
D

c c b

c c b

=

# #

# # #

nn

b

b
#

 

11 1

1

1

...

...

k

k k

a a
D

a a
= # #

k

  
11 1

2

1

...

...

n

n n

b b
D

b b
= #

n

#  证明 1 2D D D= 。 

证  对 作 运 算 ， 把 化 为 下 三 角 形 行 列 式 ， 设 为1D ir kr+ j 1D

11

1

1

0

k k...

p
D

k

= # % ＝ 11... kkp p ； 对 作2D i kc jc + 运算，把 化为下三角形行列2D
p p



式，设为
11

2

1

0

...n nn

11... nnq q

jc

q
D

q q
= # % j＝  。于是，对 D 的前 k 行作 运算，

对 D 的 后 n 列 作 c k 运 算 ， 把 D 化 为 下 三 角 形 行 列 式

ir kr+

i +

11

1

11 1 11

1 1

...

...

...

k kk

k

n nk nn

p

p p
D

c c q

c c q

=

# %

# #
...n q

#

 故 

D= 11... kkp p 11... nnq q ＝ 。 1 2D D

a b

c d

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

0
0

2( 1))bc D

例 17 计算 2n 阶行列式 

2n

a b
D

c d
= ⎜

% $

$ %

⎟

n

其中未写出的元素为零。 

解 把 中的第 2n 行依次与第 2n-1 行、…、第 2 行对调（作 2n-2 次相邻

对换），再把第 2n 列依次与 2n-1 列、…、第 2 列对调，得 

2nD

2(2 2)
2

... ... 0

... ... 0
0 0

( 1)

0 0

n
n

a b
c d

a b

D
a b
c d

c d

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

% $
# #
# #

$ %

根据上例的结果，有 

2 2 2( 1) (n nD D D ad− −−

( 2) ... ad= =

= = 。以此作递推公式，即得 

2 1
2 2( ) ( )

( )

n
n n

n

D ad bc D bc D

ad bc

−
−= − −

= −
2
。 

 
注 行列式的计算是本节、本章乃至整个线性代数部分中的难点、重点。计



算行列式的方法很多，具体到每一题要针对其特征选取适当的方法求解。一把钥

匙开一把锁。 
四、小结 
1、转置行列式的定义。 
2、行列式的六个性质及应用。 
3、三角化法的解题技巧。 

五、作业   26 4(1)(3),5(2)(3),6p

第六节  行列式按行（列）展开 
 
一． 余子式 代数余子式 

定义 在 n 阶行列式中，把元素 所在的第 i 行和第 j 列划去后，留下来的

n-1 阶行列式叫做元素 的余子式，记作

ija

ija ijM ；记 ( 1)i j
ij ijA M+= − , 叫做元素 的

代数余子式。 

ijA ija

例 18 
3 0 9
2 7 3
1 34 4

D
−

=
−

 中的元素 的余子式和代数余子式分别为 23a

23

3 0
1 34

M =
−

， 2 3
23 23 23

3 0
( 1)

1 34
A M+= − = = −

−
M 。 

二．行列式与代数余子式的关系 

引理 在 n 阶行列式中，若第 i 行元素除 外都为零，那么这行列式等于

与它的代数余子式的乘积，即

ija ija

ij ijD a A=  

证明 先证 位于第一行第一列的情形，此时ija

11

21 22 2

1 2

0 ... 0

...

n

n n nn

a
a a a

D

a a a

=
# # #

这是例

16 中 当 时 的 特 殊 情 形 ， 按 例 16 的 结 论 ， 即 有 . 又1k =

1 1
11

11 11D a M=

11 11( 1)A M+ M= − = ,从而  11 11D a A=

再证一般情形，此时

11 1 1

1

... ...

0 ... ... 0

... ...

j n

ij

n nj

a a

aD

a a

=

# #

# #

nn

a

a

#

#
 

为了利用前面的结论，把 D 的行列式作如下调换：把 D 的第 i 行依次与第



i-1 行、第 i-2 行、…、第 1 行对调，这样 就调到原来 的位置上，调换的次

数为 i-1。再把第 j 列依次与第 j-1 列、第 j-2 列、…、第 1 列对调，这样 就调

到左上角，调换的次数为 j-1，总之，经 i+j-2 次调换，把 调到左上角，所得的

行列式 ，而元素 在 中的余子式仍然是 在 D 中的

余子式

ija

ija

1 ja

ija

ija

2
1 ( 1) ( 1)i j i jD D+ − += − = −

ij

D 1D ija

M 。 

由于 位于 的左上角，利用前面的结果，有 ，于是

= 。 

ija

1
i jD D

1D

1)i j+ +

1 ij ijD a M=

( 1) (= − = − ij ija M ij ija A

三．行列式按行（列）展开 
定理 3 行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式乘积

之和，即 ，  1 1 2 2 ...... ( 1, 2...... )i i i i in inD a A a A a A i n= + + + =

或 。 1 1 2 2 ...... ( 1, 2...... )j j j j nj njD a A a A a A j n= + + + =

 

证 

11 12 1

1 2

1 2

...

0 ... 0 0 ... 0 ... 0 ... 0

...

n

i i

n n nn

a a a

D a a a

a a a

= + + + + + + + +
# # #

# # #
in  

11 12 1

1

1 2

...

0 ... 0

...

n

i

n n n

a a a

a

a a a

=
# # #

# # #

n

＋

11 12 1

2

1 2

...

0 ... 0

...

n

i

n n n

a a a

a

a a a

# # #

# # #

n

＋…＋

11 12 1

1 2

...

0 0 ...

...

n

in

n n n

a a a

a

a a a

# # #

# # #

n

， 

根据引理，即得 。 1 1 2 2 ...... ( 1, 2...... )i i i i in inD a A a A a A i n= + + + =

类似地，可得 1 1 2 2 ...... ( 1, 2...... )j j j j nj njD a A a A a A j n= + + + = 。 

注 此定理叫行列式按行（列）展开法则，该法则是把高阶行列式的计算化

为低阶行列式计算的重要工具，从而得到计算行列式的另一种基本方法――降阶

法。 
推论 行列式某一行（列）的元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式

乘积之和等于零。 

即 或1 1 2 2 ...... 0( )i j i j in jna A a A a A i j+ + + = ≠ 1 1 2 2 ...... 0( )i j i j ni nja A a A a A i j+ + + = ≠  



证 考虑行列式 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

...

...

...

...

n

j j jn

in

nn

#

#

#

i jr r+
====

i i

n n

a a a

a a a
D

a a a

a a a

=

# #

# #

# #

11 12 1

1 2

1 1 2 2

1 2

...

...

...

...

n

j j j

i j i j in jn

n n n

a a a

a a a
D

a a a a a a

a a a

=
+ + +

# # #

# # #

# # #

n

n

。 

两边行列式都按第 i 行展开，得 。移项化简，得

。同理可证另一式。 

1 1

( )
n n

ik ik ik jk ik
k k

a A a a A
= =

= +∑ ∑

1

0( )
n

ik jk
k

a A i j
=

= ≠∑

综上可得下述重要公式
1

n

ik jk
k

a A
=

=∑
, ,

0, .
D i j

i j
=⎧

⎨ ≠⎩
。 ＝

1

n

ki kj
k

a A
=
∑

, ,
0, .
D i j

i j
=⎧

⎨ ≠⎩
 

注 结合该法则及行列式的性质可以简化行列式的计算。 

例 18 已知 11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
0
0

a b c d
a a a

D
a a a
a a a

= ＝1, 求M =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

。 

解 将 按第一列展开得D 11 21 31 410 0 0D aA A A A aM= + + + = ，所以
1M
a

= 。 

注 直接应用定理只是把一个 n 阶换成 n 个 n-1 阶行列式，计算量不一定减

少多

例 19 计算

少，而当某行（列）含有较多零时，应用定理才真正有意义。因此，可先利

用行列式的性质，使之某一行（列）中有较多的零，再按该行（列）展开。 
1 1 1 2− −

1 0 1 1
2 4 3 1
1 1 2 2

D
−

=

− −

。 

解 保留 ，把第 2 行其余元素变为零，然后按第 2 行展开： 24a

1 4
2 4

3 4

1 1 1 2
1 1 1

0 0 0 1
( 1) ( 1) 3 4 4

3 4 4 1
3 1 0

3 1 0 2

c c
D

c c

+

+
−

==== = − −
+ −

− −

2 1

1 1 1
4

1 0 0
3 1 0

r r−
− −

=====
−

＝ 

2 1 1 1
( 1) ( 1)( 1) 1

1 0
+− − − = 。 



注 注意符号。特别不要把代数余子式混同于余子式而遗漏了符号。 
例 20 证明范德蒙行列式 

1 2
2 2 2...

n

x x ∏1 2
1

1 1 1
1 2

1 1 ... 1

( )

...

n n i j
n i j

n n n
n

D x x x

x x x

≥ ≥ ≥

− − −

= = −
# # #

 

证 对 n 用数学归纳法，n=2 时

...x x x

2 2 1
2 11 2

1 1
( )i j

i j

D x x x
x x ≥ ≥ ≥

= = − = −∏ x 。所以结

论成立。 

jx假设 n-1 阶时结论成立，即 1D
1 1

( )n i
n i j

x−
− ≥ ≥ ≥

= −∏ 。 

阶范德蒙行列式也成立。 

    ，后行减去前行的

下证 n

设法把D 降阶：从第 n 行起n 1x 倍，有 

2

1 1 ... 1

1 10 ... nx x x

2 2 1 1

2 2
2 2 1 1

0 ( ) ... ( )

0 ( ) ... ( )

n n n

n n
n n

x
D x x x x x x

− −

x x x x x x− −

= − −

− −
# # #

 

按第一行展开，并把每列的公因子 1( )ix x− 提出，就有 

nD 2 3 ..
( )( )...( ) n

2 1 3 1 1

2 2 2
2 3

1 1 ... 1
.

...

n

n n n
n

x x x
x x x x x x

−x x x− −

# # # #
n－1 阶

德蒙行列式，按归纳法假设，它等于所有

= − − −  此式右端的行列式是

范 ( )i jx x− 因子的乘积，其中

2 1n i j n i j≥ ≥ ≥ ≥

2j≥ ≥;n i 。故 2 1 3 1 1( )( )...( ) ( )n n i jD x x x x x x x x= − − − −( )i jx x− =∏ ∏
; ;

。 

 
注 范德蒙行列式的结果应牢记，以后可直接用。 
四、目前已学过的计算行列式的方法： 

  用定义（适用于有很多零元）； 
   
   

 

 

化为“三角形”行列式计算（用性质）； 
利用典型字母型行列式计算； 

   利用奇数阶反对称行列式为零；

   行列式按行（列）展开法则； 
   利用递推公式； 
   利用范德蒙行列式； 



   利用数学归纳法。 
注 行列式的计算没有统一方法。在计算前应认真观察行列式元素间的关系，

 
采用相应的方法来计算。 

思考题 计算行列式

0 1 2 3 ... 1
1 0 1 2 ...

n −
2

2 ... 3

1 2 3 4 ... 0

n
n

n n n n

−
1 0 1 −

− − − −
# # # # #

。 

    五、小结 
    1、余子式、代数余子式的概念。 
    2、行列式展开定理及其应用。 

算行列式的方法。 

   克莱姆法则 
 

的系数行列

式 ，那么，方程组 有唯一解。

    3、七种计

    六、作业 5(4)(5),7(2)(4)(6)p  27

第七节

一.复习二元线性方程组解的形式

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

...................
...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x b

a x a x a x b

+ + =⎧
=

⎨
⎪
⎪ + + =⎩

a x a x⎪ + +⎪
二．克莱姆法则：如果线性方程组 (1)

0D ≠ (1) 1 2
1 2, ,...... n

D
= 。n

DD Dx x x
D D

= = (2) 

其中

11 1 1 1 1 1 1

21 2 1 2 1j j− +=
# # #

2 2

1 1 1

... ...

... ...

... ...

j j

j

n nj n nj nn

a a b a
a a b a

D

a a b a

− +

− +

#

n

n

a
a

a
#

( 1... )j n=     （注意 点）。 

证明 1.先证明若(1)有解，其解必为(2) 

用消元法，除

Dj 的特

1x 外，其余 n-1 个未知数的系数都化为零。

程的两边乘以 第二个方程的两边乘以 ……；第 n 个方程的两边乘以 ，

然后

为此，在第一个方

11 21AA ； 1nA

相加即得： 1Dx D= 。同理，可得 ( 2,3...... )j jDx D j n1 = = ，这样有方程组  

( 1, 2...... )j jDx D n= = (3). 

当 0D ≠ 时，(3)有 (2)。由(3)的形 (3)的解，今(3)仅有

j

唯一解 成知：(1)的解一定是

一解，故(1)若有解，就只能是(2)。 

再验证(2)确是(1)的解，即要证 1 2
1 2 ... ( 1, 2... )n
i i in i

DD Da a a b i
D D D

+ + + = = n 。 

考虑有两行相同的 n+1 阶行列式： 



1

1 11 1... nb a a

1 ...i i inb a a

1

...

...

i i in

n n nn

b a

b a a

# # #

# # #

 

将它按第一行展开，由于第一行中 的代数余子式为 

a

ija

1 11 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1

1 1 1

... ...

... ...( 1)

... ...

j j

j
i i ij ij in

n n nj nj nn

b a a a a

b a a a a

b a a a a

− +

+ +
− +

− +

−

# # # # #
n

＝ 2 1( 1) ( 1)j j
j jD D+ −− − = −  

# # # # #

1 10 ...i i inb D a D a Dn∴ = − − −  即 1 2
1 2 ... ( 1, 2... )n
i i in i

DD Da a a b i
D D D

+ + + = = n 。 

注 当方程个数与未知量个数不相等时，不能使用克莱姆法则。n 较大时,用
法则计算量太大。此法则在理论上是很重要的。 

例 21 求解线性方程
4,
,

组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 1,
3 2
2 3 6

x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =⎧
⎪ − − − = −⎪

1 2 3 43 4.x x x x

⎨ + − − = −⎪
⎪

 

+ + − = −⎩
解 计算系数行列式 
1 1 2 3
3 1 1 2

153 0
− − −

− ≠ ,
2 3 1 1
1 2 3 1

D = =
− −

−

 及 

1

1 1 2 3

2

1 1 2 3
3 4 1 2

153,
2 6 1 1
1 4 3 1

D
− − −

= =
− − −
− −

4 1 1 2
153,

6 3 1 1
4 2 3 1

D
− − − −

= =
− − −
− −

  

3

1 1 1 3
3 1 4 2

0,
2 3 6 1
1 2 4 1

D
− − −

= =
− −
− −

                     4

1 1 2 1
3 1 1 4

153.
2 3 1 6
1 2 3 4

D
− − −

= =
− −

−

 −

由克莱姆法则，得方程组唯一解为 
31 2 4

1 2 3 41, 1, 0, 1. 0DD D Dx x x x
D D D D

= = − = = − = = = = ≠  D



例 22  设 求解方程组 

解 该方程组的系数行列式

( , , 1, 2,..., )i ja a i j i j n≠ ≠ =

2
1 1 2 1 3 1

2 1
1 2 2 2 3 2

2 1
1 2 3

...

... 1

......
... 1

n
n

n

n
n n n n

x a x a x a

x a x a x a x

x a x a x a x

−

−

⎧ + + + +
⎪

+ + + + =⎪
⎪

⎪
⎪
⎪ + + + + =⎩

 

1 1n x− =

2 1
1 3 2 3 3 3... 1n

nx a x a x a x−+ + + + =⎨

2 1
1 1 1... na a

2 1
2 2 2

2 1
3 3 3

2 1

1
1 ...
1 ...

1 ...

n

n

n
n n n

a
a a a

D a a a

a a a

−

−

−

−

=

# # # #
为n阶范德蒙行列式

的转置，故 0≠

nD

1

( )j i
i j n

D a a
≤ ≤

= −∏
≺

由克莱姆法则知有唯一解。 

计算得 1

1 ... 1 ...
1 ... 1 ...

, 0,

...

jD D D= = =
# #

当 时。 

故方程组唯一解为 。 

定理 4  若线性方程组(1)的系数行列式

2j ≥

1 ... 1

克莱姆法则可叙述为下面的重用定理。 

1 21, ... 0nx x x= = = =

0D ≠ ，则它一定有解，且解是唯一

的。它的逆否定理为： 
定理 若线性方程组(1)无解或有两个不同的解，则它的系数行列式必为

零。

三．齐次线性方程组 
定义 若(1)的右端项中至少有一个不为零，那么(1)为非齐次线性方程组。 

4′  
 

11 1

定义 若(1)的右端项全为零，即 21 1

12 2 1

22 2 2

1 1 2 2

... 0
... 0

...................
... 0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + =⎧
⎪ + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + =⎩

   (4) 

则称

莱姆法则的重要性可由下述定理略见 一斑。 
程组(4)的系数行列式

此线性方程组为齐次线性方程组。 
    克

定理 5 若齐次线性方 0D ≠ ，则齐次线性方程组(4)没
有非

定理 如果齐次线性方程组(4)有非零解，则它的系数行列式必为零。 
注 齐次线性方程组必有零解。 

零解。 
5′  



例 23 问 ,λ μ取何值时 2 2⎨
⎪

1 2 3

3

1 2 3

0,
0,

2 0

x x x
x x x
x x x

λ
μ
μ

+ + =⎧
⎪ + + = 有非零解？ 

.+ + =⎩

1 1
1 1   D μ=
λ

＝0 即 或 0μ =1λ =解 当它的系数行列式

1 2 1μ
时方程组有非零

1、线性方程组解的判定定理：定理 4、

解。 
思考题 当线性方程组的系数行列式为零时，能否用克莱姆法则。 
四、 小结 

4′、5、5′。 
 

五、作业   

2、利用克莱姆法则解线性方程组。

26p 8(2) 、10 

第一章   行列式习题课 
 

一、本章知识点结构图 

二、学习要点 

    学习本章的基本要求：了解行列式的概念；掌握行列式的性质，会应用行列

式的性质和行列式按行（列）展开定理计算行列式；掌握克莱姆法则。 
    n 阶行列式的定义是本章的一个难点，掌握行列式的基本计算方法是本章的

重点，而元素中含有字母的行列式的计算也是一个难点。 

    n 阶行列式的本质是对 个数按一定规则进行运算，其结果为一个数。这个

运算规则的特点要掌握（前已介绍）。由克莱姆法则告知，方程组的系数行列式

是否为零，决定了方程组的解的不同情形。这是因为行列式的值是否为零取决于

行列式中行与行（或列与列之间）两种不同的情况，即后面所要讨论到的线性相

n⎪ ⎨⎪
阶行列式的定义

代数余子式

7
⎨

的 个性质

Laplace

⎩⎪

⎩
⎪
⎪
⎪

⎧⎨
⎪

⎩⎪
⎪ ⎧

⎨
⎪ ⎩
⎪

⎧⎪ ⎨⎪ ⎩⎩

逆序

对

行列式 行列式
行列式的性质

利用性质求解行列式

展开定理
（列）展开

定理

适用情形
克莱姆法则

克莱姆法则的意义

 

⎧ ⎧
⎪ ⎨

奇偶排列
全排列及其逆序数

⎪ ⎧行列式的定义

换

⎪行列式按行

2n



关及 行列式的概念与计算是今后讨论矩阵、线性方程组及 n 维向

（1）2i68j431 是奇排列；（2）162i54j8 是偶排列。 

线性无关。所以

量的基础之一。 
    行列式的性质及展开定理是计算行列式的基础，要求我们对行列式的性质及

展开法则一定要熟记，并弄清其含意及功能。行列式的具体计算方法常因题而异，

应注意分析行列式的特点，灵活选用计算方法。 
    克莱姆法则是线性方程组理论中一个重要理论，它的意义在于给出了方程组

的解与系数及常数之间的关系，但克莱姆法则仅适用于方程个数与未知量个数相

等的方程组，且系数行列式不为零。因而克莱姆法则主要用于理论问题及简单方

程组的求解，求解线性方程组的一般方法还是消元法。 
三、典型例题 

1、 求排列的逆序数 
例 24 求 i,j 使

    解  （1）2i68j431 是 8 元排列，故 i,j 只能各是数字 5 和数字 7 中的一个。

若 i=5，j＝7，由于 (25687431) 17τ = ，则是奇排列。 

   （2）由 162i54j8 是 8 元排列，故 i,j 只能是数字 3 和数字 7 中的一个。i=7，

j＝3 时， (16235478)τ 为偶排列。 

    2、n 阶行列式的定义 

例 25  由行列式的定义证明： 31 32 0 0 0 0D a a⎜ ⎟

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

0 0

a a a a a
a a a a a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

    = = 。 

41 42

51 52

0 0 0
0

a a
a a

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝
⎜ ⎟

⎠

。由于

    证明  由行列式定义，5 阶行列式的展开式中任意一项为 

4 54 5( 1) j j
j j

1 2 3 4 5

1 2 3

( )
1 2 3

j j j
j j ja a a a aτ− 3 4 5, ,j j j

3 43 4, ,j j ja a

中至少有一个数取到 3,4,5 中的某一

说明
5
中至少有一个元素为零。这样展开

式中任意一项都为零，因此 D=0。 
    注 含零较多的行列式，可直接用定义计算。 

和 的项。 

5a个，再由 D 中元素的特点，

    例 26  （1）写出 4 阶行列式中，带负号且包含因子 23a 31a

（2）在函数
1 2 3

( )
x

f x

1 0

2 3
1 1 2

x x

2x
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜
⎝ ⎠

⎜ ⎟= 中，求 3x 的系数。 
⎟

   解   （1）由行列式的定义可知，包含 和 的项必为 和23a 31a 12 23 31 44a a a a

14 23 31 42a a a a ，其列下标的逆序数分别为 nD (2314) 2和 (4312) 5τ = 。已知所求想τ =



带负号，故取列下标为奇排列的 。 

   2 仅当

14 23 31 42a a a a

12 21 33, ,a a a（ ）根据行列式的定义， a 四个元素相乘才出现44, 3x 项，这时

该项列下标的排列的逆序数为 ，故含 3x(2134) 1τ = 的项的系数为－1

    例 27 n 个数 的所有排列中，奇

    证明   根据行列式的定义有 其中

。 

 利用
1 1 ... 1

1 1 ...

⎜ ⎟=

⎜
⎝

1,2,…,n

1 1 ...

... ... ...nD

1

...
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎟
⎠

＝0 证明

1 2

n
j

D ∑

偶排列各半。 

... nj j
1 2 n

1 2( ... )( 1) nj j jτ= − ...j j j

1。由已知

为 n 个数

1,2,…,n 的某个排列，该和式共有 ，

1 1 的个数相

!n 项，

等，均为

且每项的绝对值都是 0nD =

知上面和式中 和－
!n
个，这说明 1,2,…,n 的所有排列中，

    3、行列式

2

理的应用 
奇偶排列各占一半。 

的性质与展开定

例 28  设

3 5 2

1 3 1 3
3

D

− 1
1 1 0 5

2 4 1

−
=
−

，D 的 i 行 j 列元的余子式和代数余子式依次

记作

− − −

ijM 和 ijA ，求 及11 12 13 14 11 21 31 41A A A A+ + + M M M M+ + + 。 

11 12 13解 等于用 1,1,1,1 代替 D 的第 1 行所得的行列式，即 

＝

14A A A A+ + +

11 12A A+ 13 14A A+ +

4 3

3 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 5 1 1 0 5
1 3

2 4 1 3 1 1 0 0

r r+
−

1 3 2 2 0 2
r r

−
====

− −
− − − −

−
 

2 1

1 1 5
2 5

− 1 2 5
2 2 2 2 0 2 4

c c
−

+ −
= − − = =  

 又     

0 2
1 1 0 1 0 0

====
−

11 21 31 41 11 21 31 41M M M M A A A A+ + + = − + −  



4 3

1 5 2 1 1 5 2 1
1 1 0 5 1 1 0 5

1 3 1 3 1 3 1 3
1 4 1 3 0 1 0 0

r r
− −

− − + −
=

−
===

− − − − −

 
==

1 3

1 2 1 1 0 5
2

( 1) 1 0 5 1 0 5 0
1 1 3 1 1 3

r r
− −

−
= − − − − − − =

=====
 

    例 29  设 ( )f x ＝

2 1 2
2 2 2 1 2 2 2 3
3 3 3 2 4 5 3 5

4 4 3 5 7 4

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

− − − −
− − − −
− − − −

3

3− − −

，求 ( ) 0f x = 的全部根。 

    解  注意到行列式的特点，将第一列的－1 依次加至其余各列上，得 倍

4 2

2 1 0 1 2 1 0 0
2 2 1 0 1 2 2 1 0 0 2 1 2 1

( )
3 3 1 2 2 3 3 1 2 1 2 2 1 2 2 6

4 3 7 3 4 3 7 6

x x
x c c x x x

f x
x x x x x x

x x x x

− − −
− − + − − −

= =
− − − ==== − − − − −

− − − − − −

−
⋅

−

 

，所以，方程5 ( 1) 0x x= − = ( ) 0f x = 有两根为 1 20, 1x x= = 。 

行列式的基本计算方法是：（1）利用行列式性质将行列式化成较简单的且易

于计算的行列式（如上（下）三角行列式）（2）由行列式展开定理，将高阶行列

数

字行列式，常先利用行列式的性质将某行（列）中较多元素化成零，再按此行（列）

展开。对于元素中出现字母或元素之间有某些规律的行列式，要注意分析其特点，

采用适当的方法来计算。常用的方法有三角化法、箭形法、加边法、递推法及数

学归纳法等。 
 

例 30 计

4、行列式的计算 

式化成较低阶行列式来计算。实际计算时，常将以上两种方法交替使用。对应

1

算 21
0(

a
D a i= ≠ =

1 ... 1

1, 2......)i

a

%
 

#
1 na

解  



1 2
2

1
2

2

1

1
1 ...

......
1

1
1

n

i i

n
n n

r r
a

a
a

D a

r r
a a

=

−
−

= ======

−

∑

# %
＝ 2 1

1

1... [ ]
n

n
i i

a a a
a=

−∑  。 

注 箭形行列式型如 等，均可用上述方法化成三角形行

列式。 
 
 

例 31  计算行列式

1 1 1 1
1 1 1 1

D
1 1 1 1
1 1 1 1

x
x

y

+
−

=
+

y−

。 

解一  注意到第一行减去第二行，第三行减去第四行，会出现四个零元素，

故设法把原行列式化成上三角行列式。 

2 1

1 x x
r

x x
+ +

−
− −

4

3 2
2 2

1 4

1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0

( )( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1

r
D x y

y y
r r

r r
x y

xy x y
y

r r

= − −====
+ +

−

−
+ +

= ⋅ =====
+

−

    解二  考虑到 D 中每个元素中都有 1，利用拆成两个行列式相加的方法。 
 

3 0 0 0 0 1 1

1 1 0 0

y y

x

− −

+
  



2 2

1 1 1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1
1 1 1 0

1 1 1 0 0 0 1
( ) 1 1 1 0

1 1 1 0 0 0 1
1 1 1

1 1 1 0 0 0 1

1 1 1 1 1 0 0 1
1 1

1 1 1 1 1 0 0 1
1 1

1 1 1 1 1 0 0 1

x x
x x

D
y y

y

x x
x

x x
y x

y y
y

y

x x x
x

x y y x x x y y x y
x

y

+ + +
− + −

= =
+ + +

−

+
+ +

− −
+ = + − − +

+
+

−

⎡ + + ⎤ ⎡ ⎤
+⎢ ⎥ ⎢= − − − + − = − − − +⎢ ⎥ ⎢ −⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

2 2 2 2 2( )x y y x x y x y

⎥

⎦
⎥
⎥

= − − − − =

 

   解三  构造一个 5 阶行列式，由按第一列展开可知它与 D 是相等的，即 
 

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0 0

( 2,3,4,5)0 1 1 1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0 0

ir rx x
D x x

iy y
y y

−+ −
= =========− −

=+ −
−

− − −

 

 

此为箭形行列式。当 时，显然 D=0。不妨设0xy = 0xy ≠ 。将第二列的
1
x
倍，

第 3 列的（－
1
x
）倍，第 4 列的

1
y
倍，第 5 列的（－

1
y
）倍都加到第 1 列上，

可有 

2 2

1 1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

x
D xx

y
y

= =−

−

y 。 

解四 若 得 。下设0y = 0D = 0y ≠  

2 1

3 1

4 1

1 1 1 1
0 0

0 0
0 0

r r x
r r x x

D
x y

r r x y

− +
− − −

==== −
− − −

1 2 3 4
x xc c c c
y y

− + −

=============

2 2

1 1 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

x
x

x y
y

y

−
=

−

。 

而 也包含 时的结果，所以 。 2 2D x y= 0y = 2 2D x y=



注 凡涉及
1
用去 须有乘某行（列），必 0y ≠ 的

y
前提，而 的情况要另

行处

 

  例 32 计算行列式

0y =

理，这一点务必请注意。 

1a 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

...

...

...
... ... ... ... ...

...

n

n

n n

n

b a a a
a a b a a

D a a a b a

a a a a b

+
+

= +

+

。 

    解一  该行列式行和相同，将各列都加到第 1 列上，然后提取第 1 列的公

因子，可得 

2 3 2 3

2 3

2 3
1 1

2 3

1 ... 1 ...n na a a a a a
1 ... 0 0 ... 0

( ) 1 ... ( ) 0 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
1 ... 0 0 0 ...

nn n

n i n i
i i

n

a b a a b
D b a a a b a b a b

a a a b b

= =

+
= + + = +

+

∑ ∑  

  。 

 解二 将第 1 （－1）倍分别加到下面各行上，得 

1

1

( )
n

n
i

i

b b a−

=

= +∑

   行的

1 2 3 ...
0 ... 0b b−

0 ... 0
... ... ... ... ...

0 0 ...

n

n

a b a a a

D b b

b b

+

= −

−

    这是一个箭形行列式……. 

    解三  用加边构造以下与 相等的 n+1 阶行列式 nD

1 2 11 ... 1na a a a a2

1 2 1

1 2

1 2

...
0 ... 1 0 ... 0
0 ... 1 0 ... 0
... ... ... ... ... ( 2,3,..., ) ... ... ... ... ...
0 ... 1 0 0 ...

n

n i

n n

n

a
a b a a r r b

D a a b a b
i n

a a a b b

+ − −
= + ========= −

=
+ −

 

这是一个箭形行列式…… 

     解四  与 与n 1n− 的结构形似，求出D D nD 1nD − 之间的关系，称之为递推公

式。 



1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

... 0

... 0

... 0
... ... ... ... ...

...

... ... 0

... ... 0

... ... 0
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

...

n

n

n n

n

n

n

n

n

a b a a a
a a b a a

D a a a b a

a a a a b

a b a a a a b a a
a a b a a a a b a
a a a b a a a a b

a a a a a a a

+ +
+ +

= + +

+

+ +
+ +

= + + +

... b

 

   将上式等号右边第一个行列式的各行都减去第 n 行，第二个行列式按第 n
列展开，得 

1
1 1

1 2

0 ... 0
0 ... 0

.
... ... ... ...

...

n
n n

n

b
b

D bD b

a a a

−
− −= + = n na bD+ 2n  类似有 2

1 1 .n
n nD b a bD−
− −= +

2
2

1
1 2

)

... ) (
n n

n
n n

b D

a a b a
− −

−
− −

+

+ + + +

−

1n−

代人

上式得  

1 2 1
1` 2 1

1 1
1 2 1 1

1

1

( ) (

... ( ... ) ( )

( )

n n n
n n n n n

n n
n n

n
n

i
i

D b a b b a bD b a a
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   注 用递推法计算行列式的关键是找到递推公式，常用行列式按行（列）展

开来推导递推公式，递推公式也是用数学归纳法计算行列式的基础。 

   例 33 计算行列式 1 2 3 4
4 2 2 2
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4 4 4 4
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a a a a

D
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= 2 。 

   分析 此行列式与范德蒙行列式相似，但缺少 的 3 次幂。因此添上一行一

列，使它成为范德蒙行列式。 

ia

   解  够造 5 阶范德蒙行列式 
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− 。（1） 

又对 ( )f x 按第 5 列展开，有 2 3 4
15 25 35 45 55( )f x A xA x A x A x A= + + + + 。 

而所求 ，即 为4D A= − 45 4D ( )f x 的展开式中 3x 项系数的相反数。由（1）式



知 ( )f x 中 3x 项系数 为 所以 。 
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5、应用克莱姆法则解线性方程组 

例 34 选择题 设线性方程组为 则（   ）。 
2

0
bz
−

（A）当 取任意实数时，方程组均有解  （B）当, ,a b c = 时，方程组无解  

（C）当 时，方程组无解  （D）当0b = c = 时，方程组无解 0
解 方程组的系数行列式 5D abc= −

0b = 0c
，由克莱姆法则知当 时，方程组

有唯一解；当 或 或

0abc ≠
0a = = 时，代人方程后，易知方程组均有无穷多解，

故选（A） 

例 35 已知对称轴平行于 y 轴的抛物线过三点：(1, 1 (2,1 ( 1,7− −）, ）, ）
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ax bx c ty
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⎧

试求该

抛物线方程。 
0,

0,
.

解 可设所求为 ty 。由三点在抛物线上得
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⎨
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, t

=

=
  2ax bx c= + +

作为 为未知量的齐次线性方程组，由 应不全为零，所以方程组的

系 数 行 列 式 应 为 零 ， 即 有

, ,a b c, t , ,a b c
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。 按 第 一 行 展 开 得

，即抛物线方程为2 2412 6 0y− =6− +x x y x x= − + 。 


