
  第三章     矩阵的初等变换和线性方程组 
第一节 矩阵的初等变换 

一、消元法解线性方程组 
 

引例 解线性方程组 
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方程组②是 4个未知量 3个有效方程的方程组，应有一个自由未知量，由于方程

组②呈阶梯形，可把每个台阶的第一个未知量（即 1 2 4, ,x x x ）选为非自由未知量，

剩下的 3x 选为自由未知量。这样，就只需用“回代”的方法便能求出解：由②中 

（3）得 4 3x = − 代人（2），得 

2 3 3x x= + ；以 4 3x = − ， 2 3 3x x= + 代人（ 1 ），得 1 3 4x x= + 。于是解得
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其中 3x 可任意取值。或令 3x c= ，方程组的解可记作
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，其中 c 为任意常数。 

注 1、在消元过程中，始终把方程组看做一个整体，着眼于整个方程组变成

另一个方程组，其中对方程组施行了三种变换：1)交换两个方程的位置；2）用

一个不为零的数乘某一个方程；3）用一个数乘某个方程后加到另一个方程上。

称这三种变换为线性方程组的初等变换。由于这三种变换都是可逆的，因此，变

换前后的方程组是同解的。 
2、在上述变化过程中，实际上，只对方程组的系数与常数进行运算，未知

量并未参加运算。因此，若记 
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那么上述对方程组的变换完全可以转换为对矩阵 B 的变换。 
把方程组的上述三种初等变换移植到矩阵上，可得矩阵的三种初等变换。 
二、矩阵的初等变换 
定义 1 下面三种变换称为矩阵的初等行变换：1）对调两行称为互换（对

调 i,j 两行，记作 i jr r↔ ）；2)以数 0k ≠ 乘以某一行中的所有元素称为倍乘（第 i

行乘 k，记作 ir k× ）；3)把某一行所有元素的 k 倍加到另一行对应的元素上去称

为倍加（第 j 行的 k 倍加到第 i 行，记作 i jr kr+ ）。 

把定义中的“行”换成“列”，即得矩阵的初等列变换的定义（所用记号是

把“r”换成“c”）。 矩阵的初等行变换与初等列变换，统称为矩阵的初等变换。 
注 矩阵的初等变换都是可逆的，且其逆变换是同一类型的初等变换。 
矩阵等价 
1)定义 2 若矩阵 A 经过有限次初等变换变成矩阵 B，就称矩阵 A 与 B 等

价，记作 A B∼ 。 
2)等价关系的性质  



反身性 A A∼ ； 对称性 若 A B∼ 则 B A∼ ； 传递性 若 ,A B B C∼ ∼ ，则

A C∼ 。 
用矩阵的行初等变换解方程组 
显然对一个线性方程组施行一个初等变换，相当于对它的增广矩阵施行一个

对应的初等行变换。按此观点可把方程组①用消元法到②的过程翻译成对①的增

广矩阵施行初等行变换的过程如下：（注：其过程可与消元法过程一一对照） 
 

以上例为例
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  5B 对应的方程组为
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取 3x 为自由变量，并令 3x ＝c，即得
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，其中

c 为任意常数。 
注 1）一个矩阵与施行初等变换后所得的矩阵一般不相等，所以不能用等

号来连接，而是用箭头来连接。 

2） 4 5,B B 称为行阶梯形矩阵，其特点为：可画出一条阶梯线，线的下方全为

零；每一个台阶只有一行，台阶数既是非零行的行数，阶梯线的竖线（每段竖线

的长度为一行）后面的第一个元素为非零元，也就是非零行的第一个非零元。 

3) 5B 还称为行最简形矩阵，其特点是：非零行的第一个非零元为 1，且这些

非零元所在的列的其他元素都为零。 

4)用归纳法可证明，任何矩阵 A＝ ( )ij m n
a

×
总可经过有限次的初等行变换把它



变为行阶梯形和行最简形阵，即若 ija 不全为零。通过初等行变换能把 A 化为

如下行最简形： 

1, 1 1

2, 1 2

, 1

1 0 0 ... 0 ...
0 1 0 ... 0 ...

0 0 0 ... 1 ...
0 0 0 ... 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0 0 ... 0

r n

r n

r r rn

c c
c c

c c

+

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎝ ⎠
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。从解线性方程组的角度看，这就是说 m 个

线性方程，可化简为 r 个线性方程来求解。至此产生这样一个问题：r 这个数

是由原线性方程组所唯一确定，还是随着不同的初等变换过程而变化的？在下

一节引入一个概念后可解决此问题。其实行最简形矩阵是由方程组唯一确定

的；行阶梯形矩阵的行数也是由方程组唯一确定的。 
3)对行最简形矩阵再施以初等列变换，可变为一种形状如下的标准形 ：

0
0 0

r

m n

E
A

×

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∼ ，其特点为：左上角是一个单位矩阵，其余元素全全为零。标

准形由 m，n，r 三个数唯一确定，其中 r 就是行阶梯形矩阵中非零行的行数。 

例如 5

1 0 1 0 4
0 1 1 0 3
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0

B
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⎜ ⎟
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,
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⎛ ⎞
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⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯⎯→
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＝F。 

这个结论可由以下定理严格证明： 
 

定理 1 任意一个矩阵 ( )ij m n
A a

×
= 经过若干次初等变换，可以化为下面形式

的矩阵 D。 

     

1

1
0

0

D
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⎜ ⎟⎜ ⎟
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= ⎜ ⎟
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. 

证明 如所有的 ija 都是零，则 A 已是 D 的形式（此时 r=0）；如果至少有一个

元素不等于零 ，不妨设 11 0a ≠ （如 11 0a = ，可以对矩阵 A 施以第（1）种初等

变换，使左上角元素不等于零）。用 1

11

ia
a

− 乘第一行加于第 i 行上（i=2,…,m）,用 1

11

ja
a

−



乘所得矩阵的第一列加于第 j 列上（j=2…n），然后以
11

1
a

乘第一行，于是矩阵 A

化为 

' '
22 2

1
1

' '
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1 0 ... 0
0 ... 1
... ... ...
0 ...

n

m mn

a a O
A

O B
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⎛ ⎞
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如果 1B O= ，则 A 已化为 D 的形式，如果 1B O≠ ，那么按上面的方法，继续

下去，最后总可以化为 D 的形式。 
定义 2 D 称为矩阵的标准形。 
所有与 A 等价的矩阵组成一个集合，称为一个等价类，标准形是这个等价类 

中形最简单的矩阵。  
4．用矩阵的行初等变换解线性方程组的步骤： 

1)写出增广矩阵 B；  2)将 B 用行初等变换化为行最简形 F；3)写出 F 对应的

方程组；4)写出解。 
     三、小结  

1、行列式与矩阵的初等变换的、阶梯形矩阵、行最简形矩阵、矩阵等价的

概念。 
2、用矩阵的初等变换解线性方程组的步骤。 

四、作业 791(3)(4)P  

第二节    初等矩阵 
一、概念 
定义 3 由单位矩阵 E 经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵。 

据此对单位矩阵 nE 施行三种初等变换所对应的初等矩阵分别为： 

1)互换
( )

1

1
0 ... ... ... 1

1

1
1 ... ... ... 0

1
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i j

i j

r r
n c c
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⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎝ ⎠
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或
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                               i 列      j 列 



2)倍乘
( )

1

1
( ( ))

1

1

i

i

kr
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E E i kk

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎝ ⎠
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                          i 列 
3)倍加 

a) i j≺ 时
( )

1

1
( ( ))

1

1

i j

j i

r kr
n c kc

k
E E ij k+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎝ ⎠
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                           i 列   j 列 
 
 

b) i j; 时
( )

1

1
( ( ))

... 1

1

i j

j i
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E E ij k
k

+

+

⎛ ⎞
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⎯⎯⎯⎯→ =⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
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或
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                           j 列     i 列 
二、性质 
1、初等矩阵为可逆矩阵，且它们的逆矩阵仍为初等矩阵。具体说： 

1( , ) ( , )E i j E i j− =   1 1( ( )) ( ( ))E i k E i
k

− =   1( ( )) ( ( ))E ij k E ij k− = − 。 

    2、初等矩阵的转置仍为初等矩阵。 
3、初等行（列）变换可通过左（右）乘相应的初等矩阵而实现 
定理 2 设 A 是一个m n× 矩阵，对 A 施行一次初等行变换相当于在 A 的左

边乘一个相应的 m 阶初等矩阵；对 A 施行一次初等列变换相当于在 A 的右边乘

一个相应的 n 阶初等矩阵。 

证 现在证明交换 A 的第 i 行与第 j 行等于用 ( )mI ij 左乘 A。 



将 m nA × 与 mI 分块为

1 1

2 2

,i i
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m m
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其中 ( )1 2 ... ( 1, 2,..., )k k k knA a a a k m= =     

( )0 0 ... 1 ... 0 ( 1,2,..., )k k mε = =  

            k 列 
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  由此可见 ( )mI ij A⋅ 恰好等于矩阵 A

第 i 行与第 j 行互相交换得到的矩阵。 
用类似的方法可以证明其它变换的情况。 
4、用初等矩阵表示可逆阵 

定理 3 方阵 A 可逆的充分必要条件是存在有限个初等矩阵 1 2, ,..., ,lP P P 使

1 2... lA PP P= 。 

证明 充分性 设 1 2... lA PP P= ，因初等矩阵可逆，有限个可逆矩阵的乘积仍可

逆。故 A可逆。 
必有性 设 n 阶方阵 A 可逆，且 A 的标准形矩阵为 D，由于D A∼ ，知 D 经

有限次初等变换可化为 A，即有初等矩阵 1 2, ,..., ,lP P P ，使 1 1... ...s s lA P P DP P+= 。因

为 A 可逆， 1 2, ,..., lP P P也都可逆，故标准形矩阵 D 可逆。假设 r

n n

E O
D

O O
×

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

中

的 r n≺ ，则 0D = ，与 D 可逆矛盾，因此必有 r n= ，即 D＝E，从而 1 2... lA PP P= 。 

上述证明显示：可逆矩阵的标准形矩阵是单位阵。其实可逆矩阵的行最简形



矩阵也是单位阵，即有 
推论 1 方阵 A 可逆的充分必要条件是 A E∼ 。 

证 因A可逆的充分必要条件是A为有限个初等矩阵的乘积，即 1 2 ... lA p p p=

亦即 1 2 ... lA p p p E= 上式表明 E 经有限次初等变换可变为 A，即 A E∼ 。 

推论 2 m n× 矩阵 A 与 B 等价的充分必要条件是存在 m 阶可逆矩阵 P 及 n 

阶可逆矩阵 Q，使PAQ B= 。 

    三、初等矩阵的应用 
1、利用初等行变换求可逆矩阵的逆阵的方法： 

设 0A ≠ ,则存在有限个初等矩阵 1 2, ,..., lP P P使 1 2 ... lA p p p= ，即有 

1 1 1
1 1...l lp p p A E− − −
− =  (1) ，两边右乘 1A− 得 1 1 1 1

1 1...l lp p p E A− − − −
− = （2）。（1）、(2)两式

表明：如施行若干个初等行变换将可逆矩阵 A 化为单位矩阵，则同样的初等行

变换施行于单位矩阵上就得到 A 的逆矩阵 1A− 。从而若构造一个 2n n× 的矩阵

( )A E# 就有 ( ) ( )1 1 1 1
1 1...l lp p p A E E A− − − −
− =# # ，此式表明对 ( )A E# 施行

初等行变换，当左半部矩阵 A 化为单位矩阵时，它的右半部 E 就同时化为 1A− 。

即有 

( ) ( )1A E E A−⎯⎯⎯⎯→# #初等行变换 。 

于是得到一个求逆矩阵的方法如下： 

    作一个 2n n× 的矩阵 ( )A E# ，若 ( ) ( )A E E X⎯⎯⎯⎯→# #初等行变换 ，则有

1)A 可逆；2)X= 1A− 。 

 

例 1 设

1 0 1
2 1 0
3 2 5

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

，求 1( )E A −− 。 

解 ( )
0 0 1 1 0 0
2 0 0 0 1 0

3 2 6 0 0 1
E A E

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

#
# #

#
 



11 0 0 0 0
2
3 10 1 0 3
4 2

0 0 1 1 0 0

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

#

#

初等行变换 = ( )1E A−# ，于是 

1

10 0
2
3 1( ) 3
4 2

1 0 0

E A −

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− = − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

注：以上方法求逆阵，仅施以初等行变换，不得出现初等列变换。 

同理可推导出
1

A E

E A−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" "初等列变换  

 

2、求矩阵方程 Ax=B（ 0A ≠ ）较为简便的方法： 

等式 ( ) ( )1 1A A B E A B− −=# # ，表明施行若干初等行变换将可逆矩阵 A

化为单位矩阵，则同样的初等行变换施行于 B 就得到 1A B− 。即 

( ) ( )1A B E A B−⎯⎯⎯⎯→# #初等行变换 。 

例 2 设有矩阵方程 2AX A X= + ，求 X ，其中

4 2 3
1 1 0
1 2 3

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

。 

解 由 2AX A X= +  得 ( 2 )A E X A− = 。 

   
4 2 3 1 0 0 2 2 3

2 1 1 0 2 0 1 0 1 1 0
1 2 3 0 0 1 1 2 1

A E
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

2 2 3 4 2 3 1 0 0 3 8 6
( 2 , ) 1 1 0 1 1 0 0 1 0 2 9 6

1 2 1 1 2 3 0 0 1 2 12 9
A E A

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

可见 2A E E− ∼ ，因此 2A E∼ 可逆，且 



   1

3 8 6
( 2 ) 2 9 6

2 12 9
X A E A−

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

。 

上面介绍了用初等行变换的方法求 1X A B−= ，如果要求 1Y CA−= ，则可对矩阵

A
C
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

作初等列变换，使 1

A E
C cA−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼ ，即可得 1Y CA−= 。 

 
 
三、目前已学习过的求逆阵的方法： 

    伴随矩阵法 ；  初等变换法。 
     四、小结 

1、初等矩阵的概念。 
     2、初等矩阵的性质。 
     3、初等矩阵的应用特别是用初等矩阵求逆矩阵的方法。 
     五、作业 

     793(2), 4(1),5p  

第三节  矩阵的秩 
一、矩阵的秩的概念。 

定义 4  在m n× 矩阵 A 中，任取 k 行 k 列 ( , )k m k n≤ ≤ ，按原矩阵中的位置

组成的 k 阶行列式，称为 A 的 k 阶子式。 

注 m n× 矩阵 A 的 k 阶子式共有 k k
m nc ci 个。 

定义 5 设在矩阵 A 中有一个不为零的 r 阶子式 D，且所以 r+1 阶子式（若

有）全为零，那么 D 称为 A 的最高阶非零子式，数 r 称为矩阵 A 的秩，记作 R(A)。
并规定零矩阵的秩为零。 

注  1)R(A)是 A 中不为零的子式的最高阶数; 

2)R( ) ( )TA R A= ; 

3) ( ) min( , )m nR A n m× ≤ 。 

4)若 A 有一个 r 阶子式不为零，则 R(A)≥ r； 
      5)若 A 的所有 r+1 阶子式全为零，则 R(A)≤ r。 

例 3 求

1 2 3 0
0 1 2 1
2 4 6 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的秩。 

解 
1 2

0
0 1

≠∵  ，且 A 的所以 3 阶子式都为零，故 R(A)＝0。 



 

例 4 求

1 1 5 6 6
0 2 7 2 53
0 0 5 9 8
0 0 0 0 0

A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的秩。 

解 这是阶梯形矩阵，显然

1 1 5
0 2 7 0
0 0 5

−
− ≠ 是矩阵的一个最高阶非零子式，

故 R(A)＝3。 
注 用定义求行、列数很大的矩阵的秩是很不方便的。而阶梯形矩阵的秩等

于非零行的行数。 
二、利用初等变换求秩的方法 

定理 4 若 A B∼ ，则 ( ) ( )R A R B= 。 

证明 先证明：若 A 经一次初等行变换变为 B，则 ( ) ( )R A R B≤ 。 

设 R(A)＝r，且 A 的某个 r 阶子式 0rD ≠ 。 

当 i jr rA B↔⎯⎯⎯→ 或 ir kA B×⎯⎯⎯→ 时，在 B 中总能找到与 rD 相对应的子式 rD ，

由于 r rD D= 或 r rD D= − 或 r rD kD= ，因此 0rD ≠ ，从而 ( )R B r≥ 。 

当 i jr krA B+⎯⎯⎯→ 时，分三种情况讨论：1) rD 中不含第 i 行；2) rD 中同时含

第 i 行第 j 行；3) rD 中含第 i 行但不含第 j 行。对 1)、2)两种情形，显然 B 中与

rD 对 应 的 子 式 0r rD D= ≠ ， 故 ( )R B r≥ ； 对 情 形 3) ， 由

m
r i j i j r rD r kr r k r D kD= + = + = +

# # #

# # #
， 

若m 0rD ≠ ，则因m
rD 中不含第 i 行知 A 中有不含第 i 行的 r 阶非零子式，从而根

据情形 1)知 ( )R B r≥ ；若m 0rD = ，则 0r rD D= ≠ ，也有 ( )R B r≥ 。 

以上证明了若 A 经一次初等变换变为 B，则 ( ) ( )R A R B≤ 。由于 B 亦可经一

次初等行变换变为 A，故也有 ( ) ( )R B R A≤ 。因此 ( ) ( )R A R B= 。 

经一次初等行变换矩阵的秩不变，即可知经有限次初等行变换矩阵的秩仍不

变。 



设 A 经初等列变换变为 B，则 TA 经初等行变换变为 TB ，由上段证明

( ) ( )T TR A R B= ，又 ( ) ( )TR A R A= ， ( ) ( )TR B R B= ，因此 ( ) ( )R A R B= 。 

总之，若 A 经有限次初等变换变为 B，则 ( ) ( )R A R B= 。 

注 现在解答了上节提出的问题：将一个线性方程组的增广矩阵经初等行变

换得到的阶梯形矩阵中不全为零的行数 r 即为增广矩阵的秩，从而 r 是由线性方

程组唯一确定的。 
思考题：在秩为 r 的矩阵中，有没有等于零的 r-1 阶子式？有没有等于零的 r

阶子式？ 
注 由上定理，求矩阵的秩，只要把矩阵用初等行变换变为行阶梯形矩阵，

行阶梯形矩阵中非零行的行数即是该矩阵的秩。 

例 5 设

1 1 1 1 2
2 2 2 2 0

,
1 1 1 1 1

1 1 1 0 1

A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

求 R(A)及一个最高阶非零子式。 

解 用初等行变换将 A 化为阶梯形矩阵。 

2 1 3 1

4 1

2 ,

1 1 1 1 2
0 0 0 4 4
0 0 0 0 3
0 0 0 1 1

r r r r
r r

A − +
−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

2 4

2 4

4

1 1 1 1 2
0 0 0 1 1
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0

r r
r r

A −
↔

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎯⎯⎯→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。这个矩阵是行

阶梯形矩阵，有三个非零行，所以 r(A)=3。 

又∵ ( )3 4 5B α α α=

1 1 2
0 1 1
0 0 3
0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼ ，∴R(B)＝3,即 B 中有 3 阶非零子式， 

 
1 1 2
2 2 0 0
1 1 1

−
≠

−
∵ ，∴它是 A 的一个最高阶非零子式。 

三、满秩矩阵 

定义 6 设 A ( )ij n n
a

×
= ，则 1)R(A)＝n 的充要条件为 0A ≠ 。2) R(A)<n 的充要

条件为 0A = 。称 R(A)＝n 的 n n× 矩阵 A 为满秩矩阵。故可逆矩阵为满秩矩阵，

奇异矩阵又称为降秩矩阵。满秩矩阵 A 的标准形为 E,即 A E∼ 。 
四、矩阵秩的性质的归纳总结 

1、0 ( ) min{ , };m nR A m n×≤ ≤  

2、 ( ) ( )TR A R A= ； 



3、若 ,A B∼ 则 ( ) ( )R A R B= ； 

4、若P 、Q可逆，则 ( ) ( )R PAQ R A= ； 

5、max{ ( ), ( )} ( , ) ( ) ( )R A R B R A B R A R B≤ ≤ + ，特别地，当B b= 为列向量时，

有 ( ) ( , ) ( ) 1R A R A b R A≤ ≤ + ， 

证 因为 A 的最高非零子式总是（A,B）的非零子式，所以 ( ) ( , )R A R A B≤ 。

同理有 ( ) ( , )R B R A B≤ 。两式合起来，即为max{ ( ), ( )} ( , )R A R B R A B≤ 。 

设 ( ) , ( )R A r R B t= = 。把 A 和 B 分别作列变换化为列阶梯形 i i,A B，则 i i,A B中

分别含 r 个和 t 个非零列，故可设 i i j i i i
1 1( ,..., ,0,...,0), ( ,..., ,0,...,0),r tA A a a B B b b= =∼ ∼

从而 i i( , ) ( , ),A B A B∼  由于 i i( , )A B 中只含 r+t 个非零列，因此 i i( , ) ,R A B r t≤ + 而

i i( , ) ( , )R A B R A B= ，故 ( , )R A B r t≤ + ，即 ( , ) ( ) ( )R A B R A R B≤ + 。 

6、 ( ) ( ) ( )R A B R A R B+ ≤ +  

证 不妨设 A、B 为m n× 矩阵。对矩阵 ( , )A B B+ 作列变换 ( 1,..., ),i n ic c i n+− = 即

得 ( , ) ( , )A B B A B+ ∼ ，于是 ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )R A B R A B B R A B R A R B+ ≤ + = ≤ + 。 

7、 ( ) min{ ( ), ( )}.R AB R A R B≤  

8、若 m n n lA B O× × = ，则 ( ) ( )R A R B n+ ≤ （见下章） 

9、 ( ) ( ) ( )R AB R A R B n≥ + −  

例 6 设 n 阶矩阵 A 满足 2A E= ，证明： ( ) ( )R E A R E A n+ + − =  

证明 由于 2( )( ) 0E A E A E A+ − = − =   

故 (( )( )) 0 ( ) ( )R E A E A R E A R E A n+ − = ≥ + + − − ，即 ( ) ( )R E A R E A n+ + − ≤   

又 ( ) (2 ) ( ) ( )R E A E A R E n R E A R E A+ + − = = ≤ + + −   

所以 ( ) ( )R E A R E A n+ + − = 。 

五、小结 
1、k 阶子式、矩阵的秩、满秩矩阵的概念。 



2、矩阵秩的性质（9 条）。 
3、利用初等变换求矩阵的秩的方法。 

六、作业 798,9(3),10,11p  

第三节    线性方程组的解 
一、判定定理 

定理 5 n 元齐次线性方程组 0m nA x× = 有非零解的充要条件为 R(A)<n.；只

有零解的充要条件 ( )R A n= 。 

证明：设 R(A)＝r，不妨设 A 的左上角一个 r 阶子式不为零，这样用行初等

变换可将 A 化为如下形式的矩阵 T 即 

1, 1 1

2, 1 2

, 1

1 0 0 ... 0 ...
0 1 0 ... 0 ...

0 0 0 ... 1 ...
0 0 0 ... 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0 0 ... 0

r n

r n

r r rn

c c
c c

A c c

+

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# # # # # #

# # # # # #

行初等变换 ＝T， 

T 中只含有 r 个非零行。 

T 对应的方程组为

1 2 1, 1 1 1

1 2 2, 1 1 2

1 2 , 1 1

1 2 1

1 2 1

0 ... 0 ... 0,

0 ... 0 ... 0,
......
0 0 ... ... 0,

0 0 ... 0 0 ... 0 0,
......
0 0 ... 0 0 ... 0 0.

r r r n n

r r r n n

r r r r rn n

r r n

r r n

x x x c x c x

x x x c x c x

x x x c x c x

x x x x x

x x x x x

+ +

+ +

+ +

+

+

⎧ + + + + + + =
⎪

+ + + + + + =⎪
⎪
⎪
⎪ + + + + + + =⎨
⎪

+ + + + + + =⎪

+ + + + + + =⎩

⎪
⎪
⎪

（2） 

1)若 r=n 方程组中如有恒等式就去掉，成为   

1

2

0

0
......

0n

x

x

x

⎧ =
⎪

=⎪
⎨
⎪
⎪ =⎩

    即 r=n⇔无自由未知量⇔只有零解。 

2）若 r<n 方程组中如有恒等式就去掉，成为

1 1, 1 1 1

2 2, 1 1 2

, 1 1

... 0,

... 0,
......

... 0.

r r n n

r r n n

r r r r rn n

x c x c x

x c x c x

x c x c x

+ +

+ +

+ +

⎧ + + + =
⎪

+ + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

移



项得 
 

1 1, 1 1 1

2 2, 1 1 2

, 1 1

... ,

... ,
......

... .

r r n n

r r n n

r r r r rn n

x c x c x

x c x c x

x c x c x

+ +

+ +

+ +

⎧ = − − −
⎪

= − − −⎪
⎨
⎪
⎪ = − − −⎩

  这表明 1,...,r nx x+ 可作为自由未知量。因此这时(2)，

从而方程组 Ax=b 有无穷多解。这时解的全体，即通解可表示为 

1 1, 1 1 1

2 2, 1 1 2

, 1 1

1 1

... ,

... ,
......

... ,

,
......

.

r r n n

r r n n

r r r r rn n

r

n n r

x c x c x

x c x c x

x c x c x

x c

x c

+ +

+ +

+ +

+

−

⎧ = − − −
⎪

= − − −⎪
⎪
⎪
⎪ = − − −⎨
⎪

=⎪
⎪
⎪

=⎪⎩

其中 1 2, ,... n rc c c − 为任意常数。 

注 本定理所述条件 r<n 的必要性是克莱姆定理的推广（克莱姆定理只适用

于 m=n 的情形），其充分性则包含了克莱姆定理的逆定理。 

推论 当m n≺ 时， 0m nA x× = 有非零解。 

证明 因为 ( ) min( , ) ,r A m n m n≤ = ≺ 由上定理知其有非零解。 

 

定理 6  n 元非齐次线性方程组 m nA x b× = （ 3）有解的充要条件为

( ) ( )R A R B= ，其中 ( )B A b= # 。 

证明 设 R(A)＝r，不妨设 A 的左上角一个 r 阶子式 0≠ ，用行变换将 B 

化为标准形，若 ( ) ( )R A R B≠  

1 1 1

1

1

1 ... 0
... ... ...

1 ... 0
0 ... 0 0 ... 0 1

0

0 ... 0 0 ... 0 0

r n

rr rn

c c

c c
B T

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎯⎯⎯→ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
% # #

#
#

# # # # #
# # # # # #

#

行变换  

1T 对应的与（3）同解方程组中，第 r+1 个方程为 1 20 0 ... 0 1nx x x+ + + = 是矛盾方



程，所以（3）无解，其逆亦真。 

   若 ( ) ( )R A R B=  

1 1 1 1

1

2

1 ...
... ... ...

1 ...
0 ... 0 0 ... 0 0

0

0 ... 0 0 ... 0 0

r n

rr rn r

c c d

c c d
B T

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎯⎯⎯→ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
% # #

#
#

# # # # #
# # # # # #

#

行变换  

1)若 ( ) ( )R A R B= ＝r=n 此时 

1

( 1)

1

1
0 ... 0 0
... ... ... ...
0 ... 0 0

n

m n

d

d
B

× +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎯⎯⎯→⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
% # #

#
#
#
#

行变换 ＝ 3T  （3）有唯一解

1 1

2 2

......

n n

x d

x d

x d

⎧ =
⎪

=⎪
⎨
⎪
⎪ =⎩

 

2)若 ( ) ( )R A R B= ＝r<n ， 2T 对应的与(3)同解的方程组为 

1 1, 1 1 1 1

2 2, 1 1 2 2

, 1 1

... ,

... ,
......

... .

r r n n

r r n n

r r r r rn n n

x c x c x d

x c x c x d

x c x c x d

+ +

+ +

+ +

⎧ + + + =
⎪

+ + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

 

(3)的通解为

1 1 1, 1 1 1

2 2 2, 1 1 2

, 1 1

1 1

... ,

... ,
......

... ,

,
......

.

r r n n

r r n n

r r r r r rn n

r

n n r

x d c x c x

x d c x c x

x d c x c x

x c

x c

+ +

+ +

+ +

+

−

⎧ = − − −
⎪

= − − −⎪
⎪
⎪
⎪ = − − −⎨
⎪

=⎪
⎪
⎪

=⎪⎩

 1,...r nx x+ 可以作为自由未知量  

所以 ( ) ( )R A R B= ＝r<n 时，(3)有无穷多解，反之亦然 。由 1)、2)，显然

有，若 ( ) ( )R A R B= ，则(3)有解，其逆亦真。 



推论 1) ( ) ( )R A R B= ＝r=n ⇔ m nA x b× = 有唯一解。 

        2) ( ) ( )R A R B= ＝r<n⇔ m nA x b× = 有无穷多解。 

注 从上述证明可看出或 ( ) ( )R A R B= ，或 ( ) ( ) 1R B R A= + 。所以有结论：矩

阵添加一列，则其秩或不变，或增加 1。 
二、求解方程组的方法 
齐次线性方程组：系数矩阵化为行最简形矩阵，便可写出其通解。 
非齐次线性方程组：1)对增广矩阵 B 作初等行变换，判断是否有解。2)若有

解，化成行最简形矩阵，选定 n-r 个自由未知量移到等号右边，写出通解。 
例 7 解齐次线性方程组 

1 3 4 5

1 2 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 0,

2 0,

4 6 2 4 3 0,

2 2 4 7 4 0.

x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x x

⎧ + − − =
⎪

+ − − =⎪
⎨

+ − − + =⎪
⎪ − + − + =⎩

 

    解 对系数矩阵 A 施行初等行变换变为行最简形矩阵 

1 0 1 1 3
1 2 1 0 1
4 6 2 4 3
2 2 4 7 4

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎯⎯→
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

1 0 1 0 6
50 1 1 0
2

0 0 0 1 3
0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

。得与原方程同解的方程组

1 3 5

2 3 5

4 5

6 0,
5 0,
2

3 0

x x x

x x x

x x

⎧ + − =
⎪
⎪ − + =⎨
⎪
⎪ − =⎩

由此即得

1 3 5

2 3 5

4 5

6 ,
5 ,
2

3 ,

x x x

x x x

x x

⎧ = − +
⎪
⎪ = −⎨
⎪
⎪ =⎩

（ 3 5,x x 可任意取值）。 

令 3 1 4 2,x c x c= = ，的通解的参数形式

1 1 2

2 1 2

3 1

4 2

5 2

6 ,
5 ,
2

,

3 ,

.

x c c

x c c

x c

x c

x c

⎧ = − +
⎪
⎪ = −
⎪
⎪ =⎨
⎪ =⎪
⎪ =
⎪
⎩

 



其中 1 2,c c 为任意常数，或写成向量形式

1 2
1

2 1 2

1 23
1

4
2

5
2

66 1
55 1
22 1 0

0 33
0 1

c cx
x c c

c cx c
x c
x c

⎛ ⎞− + ⎛ ⎞⎛ ⎞ −⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

。 

 

例 8 解线性方程组

1 3 4 5

1 2 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2
2 1

4 6 2 4 3 7
2 2 4 7 4 1

x x x x
x x x x
x x x x x
x x x x x

+ − − = −⎧
⎪ + − − =⎪
⎨ + − − + =⎪
⎪ − + − + =⎩

 

解 对增广矩阵施行初等行变换化为阶梯形。 

( )
2 1
3 1

4 1

4 3
3 2

4 2
3

4
2

4
3 3

1
3

1 0 1 1 3 2 1 0 1 1 3 2
1 2 1 0 1 1 0 2 2 1 2 3
4 6 2 4 3 7 0 6 6 0 15 15
2 2 4 7 4 1 0 2 2 5 10 5

1 0 1 1 3 2
0 2 2 1 2 3
0 0 0 3 9 6
0 0 0 4 12 8

r r
r r
r r

r rr r
r r r

A b
−
−
−

−−
+ −

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− − −⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎜ ⎟⎯⎯⎯→ ⎯⎯ →
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

# #
# #
# #
# #
#
#
#
#

1 0 1 1 3 2
0 2 2 1 2 3
0 0 0 1 3 2
0 0 0 0 0 0

T

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎯ =
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
#
#
#

这表明 ( )( ) 3r A r A b= = ，未知量个数＝5。故 ( )( )r A r A b= ≺未知量个数。所

以此方程组有无穷多解，且有 5-3=2 个自由未知量。由于矩阵 T 的第一，第二，

第三行；第一，第二，第四列组成的 3 阶子式不为零，我们对它再施行初等行变

换化为行最简形。 

2
1 3

2 3

1
2

1 0 1 0 6 41 0 1 0 6 4
5 50 2 2 0 5 5 0 1 1 0
2 2

0 0 0 1 3 2 0 0 0 1 3 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

rr r
r rT +
−

− −⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎯⎯⎯→ ⎯⎯→⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

##
# #
# #
# #

。 

该矩阵所对应的线性方程组为

1 3 5

2 3 5

4 5

6 4
5 5
2 2

3 2

x x x

x x x

x x

+ − = −⎧
⎪⎪ − + =⎨
⎪

− = −⎪⎩

 



可将 3 5,x x 作为自由未知量，移项得

1 3 5

2 3 5

4 5

4 6
5 5
2 2
2 3

x x x

x x x

x x

= − − +⎧
⎪⎪ = + −⎨
⎪

= − +⎪⎩

 

所以通解可表示为

1 1 2

2 1 2

3 1

4 2

5 2

4 6
5 5
2 2

2 3

x c c

x c c

x c
x c
x c

= − − +⎧
⎪
⎪ = + −
⎪
⎪ =⎨
⎪ = − +⎪
⎪ =
⎪⎩

其中 1 2,c c 为任意常数。 

  特别要指出的是若当 ( )( )r A r A b r n= = ≺ 时，A 中不为零的 r 阶子式未

必唯一，如上例中 T 的第一，第二，第三行；第一，第三，第四列的 3 阶子式

也不为零。也可以对它再进行化简，同样可得到方程组的通解，此时无非自由未

知量是 2 5,x x 而已。虽然这两个通解表达形式不一样，但两者所表示的解集合是

相同的，所以都可作为原线性方程组的通解。 

例 9  解线性方程组

2 3
2 5 4
3 2 5

x y z
x y z
x y z

+ + =⎧
⎪ + − = −⎨
⎪ − − =⎩

 

解 首先化增广矩阵为行最简形 

( )
1 2 1 3 1 2 1 3
2 5 1 4 0 1 3 10
3 2 1 5 0 8 4 4

1 2 1 3 1 0 0 2
0 1 3 10 0 1 0 1
0 0 1 3 0 0 1 3

A b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − ⎯⎯→ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯→ − − ⎯⎯→ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #
# #
# #

# #
# #
# #

 

( )( )r A r A b= ＝3 故有唯一解 

还原为同解方程组

2
1

3

x
y
z

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

，唯一解为

2
1

3

x
y
z

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

。 

例 10  解线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4
2 3 3 3.
5 7 4 5

x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =⎧
⎪ + + − =⎨
⎪ + + + =⎩

 

解 化增广矩阵为阶梯形 



( )
1 1 2 3 4 1 1 2 3 4
2 3 3 1 3 0 1 7 7 5
5 7 4 1 5 0 0 0 0 5

A b
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − ⎯⎯→ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #
# #
# #

 

由上行阶梯形矩阵观察， ( )( )r A r A b≠ ，故方程组无解。 

例 11 设有线性方程组

1 3

1 2 3

1 2 3

2
2 0

2

x x
x x x
x x ax b

+ =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ + − =⎩

 

（1）确定当 a，b 分别为何值时，方程组无解，有唯一解，有无穷多解； 
（2）在有解时求出解。 
解 （1） 

( )
1 0 1 2 1 0 1 2
1 2 1 0 0 2 2 2
2 1 0 1 2 4

1 0 1 2 1 0 1 2
0 1 1 1 0 1 1 1
0 1 2 4 0 0 1 3

A b
a b a b

a b a b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − ⎯⎯→ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯→ − − ⎯⎯→ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #
# #
# #

# #
# #
# #

。 

 由此可知，当 1a = − 且 3b ≠ 时， ( )( ) 2, 3r A r A b= = ，故方程组无解；当

1a ≠ − 时， ( )( )r A r A b= ＝ 3，方程组有唯一解；当 1a = − 且 3b = 时，

( )( ) 2 3r A r A b= = ≺ ，方程组有无穷多解。 

（2）当 1a ≠ − 时，有 

( )

2 11 0 0
11 0 1 2

20 1 1 1 0 1 0 ,
1

3 30 0 1 0 0 11 1

a b
a

a bA b
a

b b
a a

+ −⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ − −⎜ ⎟→ − − →⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟− ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎜ ⎟+⎝ ⎠

#
#
# #

# #

 

唯一解为

1

2

3

2 1
1

2
1

3
1

a bx
a
a bx

a
bx

a

+ −⎧ =⎪ +⎪
− −⎪ =⎨ +⎪
−⎪ =⎪ +⎩

。 



  当 1a = − 且 3b = 时 ( )
1 0 1 2
0 1 1 1 ,
0 0 0 0

A b
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
#
#

 

得最简同解方程组 1 3

2 3

2
1

x x
x x
= −⎧

⎨ = − +⎩
。 

故方程组的解为

1

2

3

2
1

x c
x c
x c

= −⎧
⎪ = − +⎨
⎪ =⎩

 （c 为任意常数）。 

 三、 矩阵方程 

定理 7 矩阵方程 AX B= 有解的充分必要条件是 ( )( ) ,R A R A B= 。 

证 设 A为m n× 矩阵，B 为m l× 矩阵，则 X 为 n l× 矩阵。把 X 和B 按列分 

块，记为 1 2( , ,..., )lX x x x= ， 1 2( , ,..., ),lB b b b=  则矩阵方程 AX B= 等价于 l 个向量

方程 ( 1,2,..., ).i iAx b i l= =  

充分性。设 ( )( ) ,R A R A B= ，由于 ( ) ( , ) ( , ),iR A R A b R A B≤ ≤  

故有 ( ) ( , )iR A R A b= ，从而 l个向量方程 ( 1,2,..., ).i iAx b i l= = 都有解，于是矩阵方

程 AX B= 有解。 

必要性 设矩阵方程 AX B= 有解，从而 l个向量方程 ( 1,2,..., ).i iAx b i l= = 都有

解，设解为 

1

2 ( 1, 2,..., ).

i

i
i

ni

x i l

λ
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

记 1 2( , ,..., ),nA a a a= 即有 1 1 2 2 ...i i ni n ia a a bλ λ λ+ + + = . 

对矩阵 1 2 1( , ) ( , ,..., , ,... )n lA B a a a b b=    

作初等列变换 1 1 ... ( 1, 2,..., )n i i ni nc c c i lλ λ+ − − − = ， 

便把 ( , )A B 的第 n+1 列、…、n+ l列都变为 0，即 ( , )A B ( , )A O∼ ， 

因此 ( )( ) ,R A R A B= 。 

定理 8 设 AB C= ，则 ( ) min{ ( ), ( )}R C R A R B≤ 。 

证 因 AB C= ，知矩阵方程 AX C= 有解 X B= ，由上定理有 ( ) ( , )R A R A C= 。



而 ( ) ( , )R C R A C≤ ，因此 ( ) ( )R C R A≤ 。 

又 T T TB A C= ，由上段证明知有 ( ) ( )T TR C R B≤ ，即 ( ) ( )R C R B≤ 。 

综合便得 ( ) min{ ( ), ( )}R C R A R B≤ 。 

上两定理的应用，将在下一章讨论。 

定理 9 矩阵方程 m n n lA X O× × = 只有零解的充分必要条件是 ( )R A n= 。 

这定理阐明了矩阵乘法消去律成立的条件。 

     思考题：已知齐次方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 0
2 3 5 0

0

x x x
x x x

x x ax

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

（1） 和 1 2 3

2
1 2 3

0

2 ( 1) 0

x bx cx

x b x c x

+ + =⎧⎪
⎨

+ + + =⎪⎩

同解，求 , ,a b c的值。 

    四、小结 
    1、线性方程组的解的判定定理（齐次、非齐次）。 
    2、求线性方程组解的方法。 
    3、矩阵方程有解的充要条件。 

    五、作业 8012(3),13(2),14, ,16,17,19p  

第三章  矩阵的初等变换和线性方程组习题课 
  

一、本章知识点结构图 

⎧ ⎧
⎪ ⎪

⎨⎪
⎪⎪
⎩⎪

⎪ ⎧
⎪ ⎪
⎪ ⎨

⎪
⎩
⎧
⎪

⎨ ⎪
⎨
⎪
⎪⎩

⎧ ⎧
⎪ ⎪

⎨⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎩
⎪ ⎧⎪ ⎨⎪ ⎩⎩

矩阵乘以非零数

矩阵的初等变换 把矩阵的某一行（或列）的倍数加到另一行（列）

互换两行（或列）的位置

三种初等矩阵

初等矩阵 初等矩阵的性质

利用初等矩阵求逆矩阵

矩阵秩的定义

第三章 四个等价定义（部分内容在下一章）
矩阵的秩

矩阵秩的性质

矩阵秩的求法

无解

一般线性方程组有解的条件 唯一解

无穷多解线性方程组的解

唯一解
齐次方程组的解

无穷多解

⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩



    二、学习要点 

本章基本要求：了解：矩阵的秩的概念、矩阵等价的概念和初等矩阵的

性质。理解：线性方程组有解判别定理。掌握：1)矩阵的初等变换、及其标

准形、用初等变换化矩阵为阶梯形矩阵及求矩阵的秩和逆矩阵的方法。2)用

矩阵的初等行变换解线性方程组的消元法。 

重点是矩阵的秩与矩阵的初等变换、线性方程组解的理论与求解方法。 

用初等变换化矩阵为阶梯形矩阵体现了数学的一个基本思想：把讨论对

象化简，阶梯形矩阵反映很多原矩阵的性质，因而用初等变换化矩阵为阶梯

形矩阵是本课程中用得最多的一种变换，它在其它问题中也有重要的应用，

所以要熟练掌握初等变换的方法及用初等变换解决其他问题的方法。初等矩

阵与初等变换有密切的联系，务必分清对某个矩阵左乘（右乘）初等矩阵与

初等变换的关系。 

矩阵的秩是本课程的重要概念之一。通过秩把矩阵与行列式、线性方程

组及 n 维向量紧密联系起来，它反映了矩阵行（列）向量组中向量之间的关

系，从而矩阵的秩在很多问题上有广泛的应用。所以要深刻理解矩阵的秩的

概念及有关性质，掌握用初等变换求矩阵的秩的方法，并逐步掌握用矩阵的

秩解决有关问题的方法。 

线性方程组理论是本课程的重要内容之一，关于它主要问题是：1)判别

非齐次线性方程组是否有解？判别齐次线性方程组是否有非零解？2)有解

时，有多少个解？3)有无穷多解时，解的结构是怎样的？4)如何求出全部解？ 

三、典型例题 

1、矩阵的初等变换与初等矩阵 

例 12 设矩阵
11 12 13 11 13 13 12

21 22 23 21 23 23 22

31 32 33 31 33 33 32

2
, 2

2

a a a a a a a
A a a a B a a a a

a a a a a a a

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。求矩阵 X ，

使 A BX= 。 

分析  由 A经过两次初等列变换化成B ，故可以通过初等矩阵求出 X 。 

解  对矩阵 A，先将第三列的（－2）倍加到第一列上，再交换第二、三列

就得矩阵B ，故取两个初等矩阵 1 2

1 0 0 1 0 0
0 1 0 , 0 0 1
2 0 1 0 1 0

P P
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

则有  1 2APP B= ，于是 1 1
2 1 ,A BP P BX− −= = 所以 1 1

2 1

1 0 0
2 0 1
0 1 0

X P P− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

    例 13 设 n 阶矩阵 A可逆，将 A的第 i 行和 j 列互换后所得矩阵记为B 。（1）

证明B 可逆；（2）求 1AB− 。 



    解  （1）由题设条件， 0B A= − ≠ 。所以，矩阵B 可逆。 

（2）以 ( , )P i j 表示交换单位矩阵 E 的第 i，j 行得到的初等矩阵，则有

( , )B P i j A= 。因而 1 1 1 1[ ( , ) ] ( , ) ( , )AB A P i j A AA P i j P i j− − − −= = = 。 

 2、求矩阵的秩及有关证明题 

 例 14 设矩阵

1 1 1 1
0 1 1
2 3 4
3 5 1 7

b
A

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中 ,a b为参数，求 ( )r A 。 

  解一  

1 1 1 1
0 1 1

( 1)(4 2 )
2 3 4
3 5 1 7

b
A a b

a
−

= = − − ， 

则：当 1a ≠ 且 2b ≠ 时， 0A ≠ ，所以 ( ) 4r A = ； 

    当 1a ≠ ， 2b = 时，由于 

AB

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 2 0 1 1 2
2 3 4 0 0 1 0
3 5 1 7 0 0 0 0

A
a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，所以， ( ) 3r A = 。 

    当 1a = ， 2b ≠ 时，由于 

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 2 0 1 1
2 3 1 4 0 0 0 2
3 5 1 7 0 0 0 0

b
A

b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，所以， ( ) 3r A = 。 

    当 1a = ， 2b = 时，由于 

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 2 0 1 1 2
2 3 1 4 0 0 0 0
3 5 1 7 0 0 0 0

A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，所以 ( ) 2r A = 。 

    解二  用矩阵的初等行变换将 A化为阶梯形，即 



1 1 1 1
0 1 1
0 0 1 2
0 0 0 2

b
A

a b
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

。 

故有  当 1a ≠ 且 2b ≠ 时， ( ) 4r A = ；当 1a ≠ ， 2b = 时 ， ( ) 3r A = ； 

      当 1a = ， 2b ≠ 时， ( ) 3r A = ；当 1a = ， 2b = 时， ( ) 2r A = 。 

    例 15 （填空题）（1）设 A为 4 3× 矩阵，且

1 0 2
( ) 2, 0 2 0

1 0 3
r A B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

，则 ( )r AB

＝（      ）。（2）设

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

...

...

...

n

n

n n n n

a b a b a b
a b a b a b

A

a b a b a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# # #
，其中 0, 0( 1,2,..., ),i ia b i n≠ ≠ = 则

( )r A =（    ）。 

     解  （1）因为 10B = ，所以B 为可逆矩阵，由秩的性质， ( ) ( ) 2r AB r A= = 。 

（2）显然 ( )

1

2
1 2, , ..., n

n

a
a

A b b b

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
。 

记 ( ) ( )1 2 1 2, , ..., , , , ...,T T
n na a a b b bα β= = ，则 TA αβ= 。 

     由 于 ,α β 均 为 非 零 列 向 量 ， 故 ( ) ( ) 1,r rα β= = 所 以

( ) min{ ( ), ( )} 1r A r rα β≤ = 。又 A为非零矩阵，故 ( ) 1r A ≥ 。这样 ( ) 1r A = 。 

    例 16 设 A为m n× 矩阵，B 为 n m× 矩阵，证明当m n; 时，必有 0AB = 。 

     解一 由题设 AB 为 m 阶矩阵，且 ( )r A n m≤ ≺ ，所以 AB 是降秩矩阵，即有

0AB = 。 

     解二 看齐次线性方程组 0BX = ，这是一个 n 个方程 m 个未知量的方程组。

当n m≺ 时， 0BX = 有非零解，从而方程组 0ABX = 也有非零解。由于 AB 是 m

阶方阵，则必有 0AB = 。 

     注 本题给出了证明某个方阵的行列式等于零的两个方法，或证明该方阵是



降秩的，或证明相应的齐次线性方程组有非零解。 
    3、关于线性方程组的解的判定与消元法 
    例 17 A是m n× 矩阵， 0Ax = 是非齐次线性方程组 Ax b= 对应的导出方程

组，则下列结论正确的是（     ） 
（A）若 0Ax = 仅有零解，则 Ax b= 有唯一解； 
（B）若 Ax b= 有唯一解，则 0Ax = 仅有零解； 
（C）若 0Ax = 有非零解，则 Ax b= 有无穷多解； 
（D）若 Ax b= 无解，则 0Ax = 仅有零解。 
解  由于 A为m n× 矩阵，故 0Ax = 与 Ax b= 均为 n 元线性方程组。 

对于（A），由于 0Ax = 仅有零解 ( )r A n⇔ = 。 

当 A是 n 阶方阵时，也就有 ( , )r A b n= ，这时 Ax b= 有唯一解。但对于一般

的m n× 矩阵 A，就不一定保证 ( , )r A b n= 。例如，方程组 1

2

1 2 0
0 3 0
0 0 0

x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

仅有

零解。但方程组 1

2

1 2 4
0 3 5
0 0 6

x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

无解。故（A）不正确。 

对于（C），与（A）类似，由 0Ax = 有非零解 ( )r A r n⇔ = ≺ 。但不能保证

( , )r A b r= ，即当若 0Ax = 有非零解， Ax b= 可能无解。例如，方程组

1

2

1 2 0
2 4 0

x
x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
有非零解，但方程组 1

2

1 2 3
2 4 5

x
x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
无解。故（C）不正确。 

对于（B），由于 Ax b= 有唯一解 ( , ) ( )r A b r A n⇔ = = ，所以也就由 ( )r A n=

可知， 0Ax = 仅有零解。故（B）正确。 

对于（D），由于 Ax b= 无解 ( , ) ( )r A b r A⇔ ≠ 。因而无法确定 ( )r A 与 n 的关

系，即由 Ax b= 无解，对应的 0Ax = 可能仅有零解，也可能有非零解。在上面对

（A），（C）的分析中已举出了例题。故（D）不正确。 
    例 18 设 A为m n× 实矩阵，n m≺ 。证明：当非齐次线性方程组 Ax b= 有唯

一解时，矩阵 TA A是可逆矩阵。 

    分析 由 TA A是 n 阶矩阵，为证 TA A可逆，只需证明 TA A的秩为 n，即需证

明方程组 ( ) 0TA A x = 只有零解。 

    证 由题设 Ax b= 有唯一解可知，与其对应的齐次线性方程组 0Ax = 只有零

解。若 TA A n≺ ，那么方程组 ( ) 0TA A x = 有非零解，即存在非零向量 0x ，使



0( ) 0TA A x = 。从而 0 0 0 0( ) ( )( ) 0,T T T Tx A Ax x A Ax= = 即有 0 0Ax = 。这说明方程组

0Ax = 有非零解，与题设矛盾。所以 TA A的秩为 n，即 TA A是可逆矩阵。  

    4、含有参数的线性方程组的讨论与求解 

    例 19 （填空题）（1）已知方程组
1

2

3

1 2 1 1
2 3 2 3
1 2 0

x
a x

a x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

无解，则 a =（   ）。 

    解 一  利 用 矩 阵 的 初 等 变 换 。 方 程 组 的 增 广 矩 阵

1 2 1 1 1 2 1 1
2 3 2 3 0 1 1
1 2 0 0 0 ( 1)( 3) 3

A a a
a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

可知 1a = − 时， ( ) 3, ( ) 2R A r A= = ， ( ) ( )r A R A≠ ，方程组无解。 

解二  利用克来姆法则。系数行列式

1 2 1
2 3 2 ( 3)( 1)
1 2

A a a a
a

= + = − − +
−

，可知 

当 1a = − 时，由于

1 2 1 1 1 2 1 1
2 3 1 3 0 1 1 1
1 1 2 0 0 0 0 4

A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， ( ) ( )r A R A≠ ，无解。 

当 3a = 时，由于

1 2 1 1 1 2 1 1
2 3 5 3 0 1 3 1
1 3 2 0 0 0 0 0

A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， ( ) ( ) 2 3r A R A n= = =≺ ，

有无穷多解。 

    （2）设方程组
1

2

3

1 1 1
1 1 1
1 1 2

a x
a x

a x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

有无穷多解，则 a＝（   ）。 

     解  
1 1 1 1 1 2

1 1 1 0 1 1 3
1 1 1 0 0 ( 2)(1 ) 4 2

a a
A a a a

a a a a

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。可知 

当 2a = − 时， ( ) ( ) 2 3r A R A n= = =≺ ，方程组有无穷多解。 

例 20  当 ,a b为何值时，方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4,
3,

2 4

ax x x
x bx x
x bx x

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

有解？并在有解时，求出

方程组的解。 



分析  本题中参数出现在未知量 1 2,x x 的系数中，则对其增广矩阵施行行初

等变换较为麻烦。再由本方程组适合克来姆法则使用的条件，故从计算方程组的

系数行列式入手。 
解 由计算方程组的系数行列式 

1 1
1 1 (1 )
1 2 1

a
A b b a

b
= = −  可知，当 1a ≠ 且 0b ≠ 时， 0A ≠ ，方程组有唯一解，

利用克来姆法则，可求出唯一解为 1 2 3
2 1 1 1 4 2, , .
( 1) ( 1)
b b abx x x

b a b b a
− − +

= = =
− −

 

当 0b = 时，由

1 1 4 1 1 4
1 0 1 3 1 0 1 3
1 0 1 4 0 0 0 1

a a
A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，则 ( ) 3, ( ) 2r A r A= = ，方

程组无解。 

当 1a = 时，由 A =
1 1 1 4 1 1 1 4
1 1 3 0 1 0 2
1 2 1 4 0 0 0 1 2

b
b b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

当 1a = 且
1
2

b ≠ 时， ( ) ( )r A R A≠ ，方程组无解； 

当 1a = 且
1
2

b = 时， ( ) ( ) 2r A R A= = ，方程组有无穷多解。此时，可容易求

出方程组的一般解为 1 3

2

2 ,
2,

x x
x
= −⎧

⎨ =⎩
3x 为自由未知量。 

     
 
       
 


