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第四章  向量组的线性相关性 

§1 向量组及其线性组合 

在解析几何中,我们讨论过二维、三维空间中的向量，向量的加法运算及向

量与数的乘法，将其推广，我们可以得到 n维向量的概念及其线性运算。 

一、n 维向量 

1、n 维向量的概念 

定义 1  n 个有次序的数 1 2, na a a" 所组成的数组称为 n维向量，这 n个数称

为该向量的 n个分量，第 i个数 ia 称为第 i个分量 

分量全为实数的向量称为实向量，分量为复数的向量称为复向量，今后除特

别指明外，一般我们只讨论实向量。 

2、n 维向量的表示方法 

n 维向量写成一列，称为列向量，也就是列矩阵，通常用 , , ,a bα β 等表示， 

n 维向量写成一行，称为行向量，也就是行矩阵， , , ,T T T Ta bα β 规定行向量

与列向量都按矩阵的运算规律进行运算。 

几何中，“空间”通常是作为点的集会，即作为“空间”的元素是点，这样

的空间叫做点空间，我们把三维向量的全体所组成的集合

( ){ }3 , , , , , ,TR r x y z x y z R= = ∈ 叫做三维向量空间。在点空间取坐标系以后，空

间中的点 ( , , )P x y z 与三维向量 ( , , )Tr x y z= 之间有一一对应的关系，因此，向量

空间可以类比为取定了坐标系的点空间。在讨论向量的运算时，我们把向量看作

有向线段；在讨论向量集时，则把向量 r为向径的点 P，从而把点 P的轨迹作为
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向量集的图形，例如点集 }{ ( , , )P x y z ax by cz dΠ = + + = 是一个平面（a,b,c 不

全为 0），于是向量集 ( ){ }, , Tr x y z ax by cz d= + + = 也叫做向量空 R3中的平面，

并把Π作为它的图形. 

类似地，n维向量的全体所组成的集合 

{ }1 2 1 2( , , ) , ,n T
n nR x x x x x x x R= = ∈" " 叫做 n维向量空间。n维向量的集合 

){ }1 2 1 1 2 2( , , )T
n n nx x x x a x a x a x b= + + + =" " 叫做n维向量空间Rn中的 n-1维

超平面。 

3、向量组与矩阵 

若干个同维数的列（行）向量所组成的集合叫向量组。矩阵 ( )= ijA a mxn 有 m

个 n维行向量或 n个 m维列向量。反之，由有限个向量所组成的向量组可以构成

一个矩阵。m 个 n 维列向量所组成的向量组： 1 2 ma a a"， ， ，构成一个 nxm 矩阵

1 2( )= "， ， mA α α α ； 

m 个 n 维行向量所组成的向量组 B: 1 2, , ,"T T t
mβ β β 构成一个 mxn 矩阵
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总之，含有限个向量的有序向量组可以与矩阵一一对应。 

二、线性组合 

定义 2  给定向量组 A： 1 2 ma a"，a ， ，对于任何一组实数 1 2, , mk k k" ，表达式

1 1 2 2 m mk a k a k a+ + +" 称为向量组 A 的一个线性组合， 1 2, , mk k k" 称为这个线性组

合的系数。 
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给定向量组 A： 1 2 mα α α"， ， ，和向量 b，如果存在一组数 1 2, , mλ λ λ" 使

1 1 2 2 m mb a a aλ λ λ= + + +" 则称 b可由 1 2 mα α α"， ， 线性表示。向量 b能由向量组 A

线性表示，也就是方程组 1 1 2 2 m mx a x a x a b+ + =" 有解，从而可得 

定理 1  向量 b能由向量组 A： 1 2 ma a a"， ， ，线性表示的充分必要条件是矩阵

1 2( mA α α α= "， ， )的秩等于矩阵 1 2(= "， ， ,b)mB α α α 的秩。 

定义 3 设有两个向量组 1 2: " "1 2 L，a ， 及B:b ,b , ,bmA a a ，若 B 组中的每个向

量都能由向量组 A线性表示，则称向量组 B能由向量 A线性表示。若向量组 A与

向量组 B能相互线性表示，则称这两个向量组等价。 

把 向 量 组 A 和 B 所 构 成 的 矩 阵 依 次 记 作 1 2( mA a a= "，a ， ) 和

( )B = "1 2 Lb ,b , ,b ，B 组能由 A组线性表示，即对每个向量 ( 1,2, , )j l= "jb 存在数

1 2, ,j j mjk k k" ，使 

( )
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这里，矩阵 ( )=mxl i jk k 称这一线性表示的系数矩阵。 

由此可知，若 mxn mxl lxnc A b= ，则矩阵 C的列向量组能由矩阵 A的列向量组线

性表示，B为这一表示的系数矩阵：
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同时，C的行向量组能由 B的行向量组线性表示，A为这一表示的系数矩阵： 
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设矩阵 A与 B行等价，即矩阵 A经初等行变换变成矩阵 B，则 B的每个行向

量都是 A的行向量的线性组合，即 B的行向量组能由 A的行向量组线性表示。由

于初等变换可逆，知矩阵 B 可经初等行变换变为 A，从而 A 的行向量组也能由 B

的行向量组线性表示。于是 A的行向量组与 B的行向量组等价。 

类似可知，若矩阵 A与 B列等价，则 A的列向量组与 B的列向量组等价。 

由定义 3  向量组 :B "1 2 Lb ,b , ,b 能由向量组 1 2: mA a a a"， ， 线性表示，即存

在矩阵 mxlk ，使 1 1( , , ) ( , , )l mb b a a k=" " ，也就是矩阵方程

1 2( )ma a a x =" "1 2 L， ， （b ,b , ,b）有解，由上章定理 7  ，立即可得 

定理 2  向量组 :B "1 2 Lb ,b , ,b 能由向量组 1 2: mA a a a"， ， 线性表示的充分必

要条件是矩阵 1 2( )mA a a a= "， ， 的秩等于矩阵 1 1( , ) ( , , , , , )= " "m lA B a a b b 的秩，即

( ) ( , )R A R A B= 。 

推论  向量组 1 1 2: mA a a a"， ， 与向量组 :B "1 2 Lb ,b , ,b 等价的充分必要条件

是 ( ) ( ) ( , )R A R B R A B= = ，其中 A和 B是向量组 A和 B所构成的矩阵。 
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证 因 A组与 B组可相互线性表示，由定理 2，知它的等价的充分必要条件

是 ( ) ( , )R A R A B= 且 ( ) ( , )R B R B A= ，而 ( , ) ( , )R A B R B A= ，合起来即得充分必要

条件为 ( ) ( ) ( , )R A R B R A B= = 。 

例 1  设 1 2 3(1,1,2,2) , (1,2,1,3) , (1, 1,4,0) , (1,0,3,1)= = = − =T T T Ta a a b ，证明向

量 b能由向量组 1 2 3, ,a a a 线性表示，并求出表示式。 

解  根据定理 1，要证矩阵 1 2 3( , , ) ( , )A a a a B A b= =与 的秩相等，为此，把 B

化成行最简形： 
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可见， ( ) ( )R A R B= ，因此，向量 b能由向量组 1 2 3, ,a a a 线性表示。由上列行

最简形，可得方程 1 2 3( , , )a a a x b= 的通解为

( 3,2,1) (2, 1,0) ( 3 2,2 1, )T T Tx c c c c= − + − = − + − ，其中 C可任意取值。求得表示式为

1 2 3 1 2 3b (a ,a ,a )x ( 3c 2)a (2c 1)a ca= = − + + − +  

例 2 设 1 2 1

2 3

(1, 1,1, 1) , (3,1,1,3) , (2,0,1,1) ,

(1,1,0,2) (3, 1,2,0)

T T T

T T

a a b

b b

= − − = =

= = −
，证明向量组 1 2,a a 与向

量组 1 2 3, ,b b b 等价。 

证 记 1 2 1 2 3( , ), ( , , )A a a B b b b= = 。根据定理 2的推论，只要证

( ) ( ) ( , )R A R B R A B= = ，为此把矩阵（A，B）化成行阶梯形： 

1 3 2 1 3 1 3 2 1 3 1 3 2 1 3
1 1 0 1 1 0 4 2 2 2 0 2 1 1 1

( , )
1 1 1 0 2 0 2 1 1 1 0 0 0 0 0
1 3 1 2 0 0 6 3 3 3 0 0 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

～ ～
r r

A B
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可见， ( ) 2, ( , ) 2R A R A B= = ，易看出矩阵 B中有不等于 0的 2阶子式，故

( ) 2R B ≥ ，又 ( ) ( ) 2R B R A B≤ =， ，于是 ( ) 2R B = ，因此 

( ) ( ) ( , )R A R B R A B= =  

定理 3  设向量组 :B "1 2 Lb ,b , ,b 能由向量组 1 2: "， ， mA a a a 线性表示，则

1 2( ) ( )mR R a a a≤" "1 2 Lb ,b , ,b ， ， 。 

证 记 A= 1 2( )"， ， ma a a ， ( )= "1 2 Lb ,b , ,bB ，按定理的条件，根据定理 2有

( ) ( , )R A R A B= ，而 ( ( , )R B R A B≤ ，因此 ( ) ( )R B R A≤ 。 

由上述各定理可得重要结论： 

向量组 :B "1 2 Lb ,b , ,b 能由向量组 1 2: "， ， mA a a a 线性表示↔有矩阵 K，使

B AK= ↔方程 AX B= 有解。 

例 3 设 n 维向量组 1 2: "， ， mA a a a 构成 nxm 矩阵 1 2( )= "， ， mA a a a ，n

阶单位矩阵 1 2( , , , )nE e e e= " 的列向量叫做 n维单位坐标向量。证明：n维单位

坐标向量组 1 2, , , ne e e"
能由向量组 A线性表示的充分必要条件是 ( )R A n= 。 

证 根据定理 2，向量组 1 2, , , ne e e"
能由向量组 A线性表示的充分必要条件

是 ( ) ( , )R A R A E=  

而 ( , ) ( )R A E R E n≥ = ，又矩阵 ( , )A E 含 n行，知 ( , )R A E n≤ ，合起来有

( , )R A E n= ，因此 ( ) ( , )R A R A E n= = ， 

本例用方程的语言可叙述为： 

方程 =nxm nA X E 有解的充分必要条件是 ( )R A n= . 
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本例用矩阵的语言可叙述为： 

对矩阵 Amxn，存在矩阵Qnxm，使 mAQ E= 的充分必要条件是 ( )R A m= ；

对矩阵 Amxn，存在矩阵 Pnxm，使 nPA E= 的充分必要条件是 ( )R A n= ，显然，

当m n= 时，P、Q便是 A的逆阵，故上述结论可看作是逆阵概念的推广。 

三、小结 

1、向量、向量组、线性组合及向量组等价的的概念。 

2、向量线性表示的判定方法：定义及三个定理。 

四、作业，P108、2、3、4、5。  

§2 向量组的线性相关性 

一、线性相关与线性无关的概念 

定义 4  给定向量组 1 2: , , , mA a a a" ，如果存在不全为零的数 1 2, , , mk k k" ，使

1 1 2 2 0m mk a k a k a+ + ="  

则称向量组 A是线性相关的，否则称它线性无关。 

注（1）向量组只含一个向量a时，若 0a = ，则a线性相关，若 0≠a ，则a

线性无关。 

（2）包含零向量的任何向量组是线性相关的。 

（3）任一向量组，不是线性相关就是线性无关。 

（4）含有两个向量的向量组，它线性相关的充要条件是两向量的分量对应

成比例，几何意义是两向量共线；三个向量线性相关的几何意义是三向量共面。 

（5）向量组 )2(,,,: 21 ≥maaaA m" 线性相关⇔其中至少有一个向量可由其

余 1−m 个向量线性表示。 
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（6）若向量组中部分向量线性相关，则整个向量组线性相关。 

（7）若整个向量组线性无关，则其中任何部分向量组一定线性无关。 

二、线性相关性的判定 

线性相关性在线性方程组中的应用：若方程组中有某个方程是其余方程的线

性组合时，这个方程就是多余的，这时称该方程组（各个方程）是线性相关的；

若方程组中没有多余方程，就称该方程组（各个方程）线性无关（或线性独立）。 

结论：向量组 maaaA ,,,: 21 " 构成矩阵 ),,,( 21 maaaA "= ，向量组 A线性相关，

就是齐次线性方程组 02211 =+++ mmaxaxax " ，即 0=AX ，有非零解，由上章

定理 6，即可得 

定理 4  向量组 maaaA ,,,: 21 " 线性相关的充分必要条件是它所构成的矩阵

),,,( 21 maaaA "= 的秩小于向量个数 m；向量组 A线性无关的充分必要条件是

mAR =)( 。 

例 4 试讨论 n维单位坐标向量组的线性相关性。 

解 n 维单位坐标向量组构成的矩阵， 1 2 nE (e ,e , ,e )= "  是 n 阶单位矩阵，由

01 ≠=E ，知 nER =)( ，即 )(ER 等于向量组中的向量个数，由定理 4知此向量

组是线性无关的。 

例 5 已知 T
1a (1,1,1, )= ， Ta )5,2,0(2 = ， )7,4,2(3 =a ，试讨论向量

组 321 ,, aaa 及向量组 21,aa 的线性相关性： 

分析 对矩阵 ),,( 321 aaa 施行初等行变换变成行阶梯形矩阵，即可同时看出矩

阵 ),,( 321 aaa 及 ),( 21 aa 的秩，利用定理 4即可得出结论 
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解：

2 1

3

r r r

1 2 3 r r

1 0 2 1 0 2 1 0 2
(a ,a ,a ) 1 2 4 0 2 2 0 2 2

1 5 7 0 5 5 0 0 0

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

～ ～
 

可见， 2),,( 321 =aaaR ， 2),( 21 =aaR ，故向量组 321 ,, aaa 线性相关，向量组

21,aa 线性无关。 

例 6  已知向量组 321 ,, aaa 线性无关， 133322211 ,, aabaabaab +=+=+= 试

证向量组 321 ,, bbb 线性无关。 

证 设有 321 ,, xxx 使 0332211 =++ bxbxbx ， 

即 0)()()( 133322211 =+++++ aaxaaxaax  

即 0)()()( 332221131 =+++++ axxaxxaxx ，因 321 ,, aaa 线性无关， 

故有
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

0
0
0

32

21

31

xx
xx
xx

 

由于此方程组的系数行列式 02
110
011
101

≠= 故方程组只有零解

0321 === xxx ，所以向量组 321 ,, bbb 线性无关。 

思考  设 naaa ,,, 21 " 线性无关，试讨论向量组

113221 ,,,, aaaaaaaa nnn ++++ −" 的线性相关性。 

线性相关性是向量组的一个重要性质，下面介绍与之有关的一些简单的结

论。 

定理 5  （1）若向量组 maaaA ,,,: 21 " 线性相关，则向量组 11 ,,: +mm aaaB " 也
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线性相关，反之，若向量组 B线性无关，则向量组 A也线性无关。 

（2）m个 n维向量组成的向量组，当维数 n小于向量个数 m时一定线性相

关，特别地，n+1 个 n 维向量一定线性相关。 

（3）设向量组 maaaA ,,,: 21 " 线性无关，则向量 maaB ",: 1 ，b线性相关，

则向量 b必能由向量组 A线性表示，且表示式是唯一的。 

证 仅证（3），（1），（2）自证 

记 ),,( 1 maaA "= ， ),,( 1 baaB m"= 有 )()( BRAR ≤ ，因 A组线性无关，有

mAR =)( ；因 B组线性相关，有 1)( +< mBR 。所以 1)( +<≤ mBRm ，即有

mBR =)( ；由 mBRAR == )()( ，根据上章定理 4，知方程组 bxaa m =),( 1 " 有唯

一解，即向量 b能由向量组 A线性表示，且表示式是唯一的。 

例 7  设向量组 321 ,, aaa 线性相关，向量组 432 ,, aaa 线性无关，证明 

（1） 1a 能由 32 ,aa 线性表示。 

（2） 4a 不能由 321 ,, aaa 线性表示。 

证（1）因 432 ,, aaa 线性无关，由定理 5（1）知 32 ,aa 线性无关，而 321 ,, aaa 线

性相关，由定理 5（3）知 1a 能由 32 ,aa 表示。 

（2）用反证法，假设 4a 能由 321 ,, aaa 表示，而由（1）知 1a 能由 32 ,aa 表示，

因此 4a 能由 321 ,, aaa 线性表示，这与 432 ,, aaa 线性无关矛盾。 

三、小结 

1、线性相关与线性无关的概念。 

2、线性相关与线性无关的判定方法。 

（1）定义法  首先假设常数 mkkk ,,, 21 " 使 02211 =++ mmakakak " 成立，根
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据已知条件来推断，若仅当 mkkk ,,, 21 " 全为 0前式才成立，则判定 maaa ,,, 21 " 线

性无关；否则，判定 maaa ,,, 21 " 线性相关。 

（2）秩法  结合向量组秩讨论，若向量组的秩小于向量组中向量的个数，

则判定向量组线性相关；否则判定向量组线性无关。 

（3）行列式法  特别当向量组中向量的个数与向量的维数相同时，可将向

量组组成方阵，通过判断该方阵的行列式是否为 0，判定向量组线性相关还是无

关，若行列式为 0，则向量组线性相关，若不等于 0。，则向量组线性无关。 

（4）反证法  假设向量组线性相关（或无关），推出矛盾。 

（5）等价性方法  通过讨论一个与原向量组等价的，较易判定线性相关性

的新向量组的方法，来讨论原向量组的线性相关性。 

四、作业   P108、6、（2）、7、8、11 

§3    向量组的秩 

一、向量组的最大无关组 

定义 5  设有向量组 A，如果在 A中选出 r个向量 raaa ,,, 21 " ，满足 

（1）向量组 0 1 2 rA : a ,a , ,a" 线性无关； 

（2）向量组 A中任意 1+r 向量（如果 A中有 1+r 个向量的话）都线性相关，

则称向量组 A。是向量组 A 的一个最大线性无关组（简称最大无关组）；最大无

关组所含向量个数 r称为向量组 A的秩。记作 AR 。 

注  （1）只含零向量的向量组没有最大无关组，规定它的秩为 0。 

（2）一个向量组如果是线性无关的，则它的最大无关组就是它本身。 

二、矩阵与向量组秩的关系 
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定理 6  矩阵的秩等于它的列向量组的秩，也等于它的行向量组的秩。 

证  设 ),,,( 21 maaaA "= ， rAR =)( 并设 r阶子式 0≠rD 。由 0≠rD 知 rD 所

在的 r列线性无关；又由 A中所有 1+r 阶子式均为零，知 A中任意 1+r 个列向量

都线性相关，因此 rD 所在的 r 列是 A 的列向量组的一个最大无关组，所以列向

量组的秩等于 r。 

类似可证矩阵 A的行向量组的秩也等于 )(AR  

结论  若 rD 是矩阵 A的一个最高阶非零子式，则 rD 所在的 r列即是列向量

组的一个最大无关组， rD 所在的 r行即是行向量组的一个最大无关组。 

注：（1）定理 6将矩阵和向量两个联系起来，提供了用矩阵的初等变换求向

量秩的方法。 

（2）最大无关组不一定唯一，但它的最大无关组中含有向量个数唯一。 

（3）向量组 A 与它的最大无关组 A 是等价的，其逆命题也是成立的，现在

把它作为定理 3的推论叙述如下 

推论（最大无关组的等价定义）设向量组 0 1 2 rA : a ,a , a" 是向量组 A的一个

部分，且满足 

（I）向量组 A0线性无关； 

（II）向量组 A的任一向量都能由向量组 A0线性表示。 

那么向量组 A0便是向量组 A的一个最大无关组。 

证  只要证明向量组 A中任意 1+r 个向量线性相关，设 121 ,,, +rbbb " 是 A中

任意 1+r 个向量，由条件（II）知这 1+r 个向量能由向量组 A。线性表示，从而

根据定理 3，有 raaaRbbbR rr =≤+ ),,,(),,,( 21121 "" ，再根据定理 4知 1+r 个向
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量 121 ,,, +rbbb " 线性相关，因此向量组 A。满足定义 5所规定的最大无关组的条件。 

例 8  全体 n维向量构成的向量组记作 nR ，求 nR 的一个最大无关组及 nR 的

秩。 

解  在例 4中，已证明了 n维单位出标向量构成的向量组 neeeE ,,,: 21 " 是线

性无关的，又根据定理 5的结论（2），知 nR 中的任意 1+n 个向量都线性相关，

因此向量组 E是 nR 的一个最大无关组，且 nR 的秩等于 n， 

例 9  设齐次线性方程
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
=−+
=−++

075
032
022

4321

421

4321

xxxx
xxx
xxxx

 

的全体解向量构成的向量组为 S，求 S的秩。 

解  先解方程，为此把系数矩阵 A化成行最简形： 

2

3 1

r 2r

r r

1 2 1 2 1 2 1 2 1 0 3 4
A 2 3 0 1 0 1 2 3 0 1 2 3

1 1 5 7 0 3 6 9 0 0 0 0

−

−

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

～ ～ 得

⎩
⎨
⎧

+−=
−=

432

431

32
43

xxx
xxx

令自由未知数 243 , cxcx == 得通解  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
0
3
4

0
1
2

3

21

4

3

2

1

cc

x
x
x
x

 

把上式记作 2211 ξξ ccx += ，知 { }1 1 2 2 1 2s c c c ,c R= ξ + ξ ∈ ，

即 S能由向量组 21 ,ξξ 线性表示。又因 21 ,ξξ 的四个分量不成比例，故 21 ,ξξ 线性无

关，由最大无关组等价定义得 21 ,ξξ 是 S的最大无关组，从而 2=sR 。 
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三、向量组秩的重要结论 

设向量组 maaaA ,,,: 21 " 构成矩阵 ),,,( 21 maaaA "= ，根据向量组的秩的定

义及定理 6，有 )(),,,( 21 ARaaaRR mA == " ，由此可知，前面介绍的定理 1、2、

3、4中出现的矩阵的秩都可改为向量组的秩，如定理 2可叙述为 

定理 2  向量 lbbb ,,, 21 " 能由向量组 maaa ,,, 21 " 线性表示的充分必要条件是

),,,(),,,( 1121 lmm bbaaRaaaR """ =  

这里记号 ),,,( 21 maaaR " 既可理解为矩阵的秩，也可理解成向量组的秩。前

面我们建立定理 1、2、3时，限制向量组只含有限个向量，现在我们要去掉这一

限制，把定理 1、2、3推广到一般情形，推广的方法是利用向量的最大无关组作

过渡。下面仅推广定理 3，定理 1和 2的推广请大家自行完成。 

定理 3  若向量组 B能由向量组 A线性表示，则 B AR R≤ 。 

证  设 tRsR BA == , ，并设向量组 A和 B的最大无关组依次为 

0 1 2 s 0 1 2 tA : a ,a , ,a B : b ,b , , b" "和  

由于 0B 组能由 B组表示，B组能由 A组表示，A组能由 0A 组表示，因此 0B 组

能由 0A 组表示，根据定理 3，有 ),,,(),,,( 2121 st aaaRbbbR "" ≤ ，即 st ≤ 。 

今后，定理 3和 31将不加区别，都称定理 3，定理 1和 2推广后的定理也不

加区别。 

例 10 设向量组 B能由向量组 A线性表示，且它的秩相等，证明向量组 A与

向量组 B等价。 

证  设向量组 A和 B合并成向量组 C，根据定理 2，因 B组能由 A组表示，

故 CA RR = ，又已知 AB RR = ，故有 CBA RRR == ，根据定理 2的推论，知 A组
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与 B组等价。 

例 1  设矩阵

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
−−

=

97963
42264
41211
21112

A  

求矩阵 A的列向量的一个最大无关组，并把不属于最大无关组的列向量用最

大无关组线性表示。 

解  对 A 施行初等行变换变为行阶梯形矩阵（见第每三章§1引例） 

r

1 1 2 1 4
0 1 1 1 0

A
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼  

知 3)( =AR ，故列向量组的最大无关组含 3个向量，而三个非零行的非零首

元在 1，2，4三列，故 421 ,, aaa 为列向量组的一个最大无关组，这是因为 

r

1 2 4

1 1 1
0 1 1

(a ,a ,a )
0 0 1
0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼  

知 3),,( 421 =aaaR ，故 421 ,, aaa 线性无关。 

为把 53 ,aa 用 421 ,, aaa 线性表示，把 A再变成行最简形矩阵 

r

1 0 1 0 4
0 1 1 0 3

A
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼
 

把上列行最简形矩阵记作： ),,,,( 54321 bbbbbB = ，由于方程

00 == BxAx 与 同解，即方程 05544332211 =++++ axaxaxaxax 与
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05544332211 =++++ bxbxbxbxbx 同解，因此向量 54321 ,,,, aaaaa 之间与

向量 54321 ,,,, bbbbb 之间有相同的线性关系，现在 213 bbb −−= ， 4215 334 bbbb −+= ，

因此 213 aaa −−= ， 4215 334 aaaa −+= 。 

注 本例解法的好处不仅可以求出最大无关组，而且直接可以用最大无关组

表示其余的向量，但在矩阵的变换过程中必须用行变换。 

四、小结 

1、向量组的最大无关组的概念。 

2、矩阵的秩与向量组的秩的关系；矩阵的秩=矩阵列向组的秩=矩阵行向量

组的秩。 

3、求向量组的秩以及最大无关组，一般可以从以下四个方面来考虑： 

（1）以定义为基础进行考察 

（2）转化为矩阵的秩来考察 

（3）利用等价的向量组具有相等的秩来考察 

（4）利用有关向量组的秩的基本结论来考察。  

五、作业  P109、13（1）、14（2）、15、19 

§4 线性方程组的解的结构 

一、齐次线性方程组解的性质 

1、解向量的的概念 

设有齐次线性方程组 
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11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0 (1)
0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x
a x a x a x

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

"
"
"

 

记  

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

⎛ ⎛⎞ ⎞
⎜ ⎜⎟ ⎟
⎜ ⎜⎟ ⎟= =
⎜ ⎜⎟ ⎟
⎜ ⎜⎟ ⎟

⎠ ⎠⎝⎝

"
"

## # #
"

n

n

nm m mn

a a a x
a a a x

A x

xa a a

 

则（1）式写成向量方程 0Ax =           （2） 

若 1 11 2 21 1, , n nx x xξ ξ ξ= = =" 为（1）的解，则 

11

21
1

1n

x

ξ
ξ

ξ

ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#  

称为方程组（1）的解向量，它也就是向量方程（2）的解。 

2．齐次线性方程组解的性质 

性质 1.若 1 2= =，x xξ ξ 为(2)的解,则 1 2= +x ξ ξ 也是(2)的解. 

证  只需验证 1 2x ξ ξ= + 满足方程(2) 

( )1 2 1 2 0 0 0A A Aξ ξ ξ ξ+ = + = + =  

性质 2  若 1x ξ= 为(2)的解,k 为实数,则 1x Kξ= 也是(2)的解 

证  ( )1 1( ) 0 0A k k A kξ ξ= = =  

二 基础解系及其求法 

1、基础解系的定义 

设 1ξ  、 2ξ 、" tξ 是齐次线性方程组（1）的一组解，如果满足 
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○1  1ξ  、 2ξ 、" tξ 线性无关；  

○2 齐次线性方程组（1）的任一解都可由 1ξ  、 2ξ 、" tξ 线性表示， 

则 1ξ  、 2ξ 、" tξ 称为齐次线性方程组（1）的一个基础解系 

如果 1ξ  、 2ξ 、" tξ 为齐次线性方程组（1）的一组基础解系，则齐次线性方程

组（1）的通解可表示为 1 1 2 2 t tx k k kξ ξ ξ= + + +" 其中 1 tkk " 是任意常数。 

2、齐次线性方程组基础解系的求法 

设方程组（1）的系数矩阵 A的秩为 r，并不妨设 A的前 r个列向量线性无关，

于是 A的行最简形矩阵为 

 

11 1

r1 r

1 0 b b ,n-r

0 1 b b ,n-r
B=

0 0

0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

" "
# # # #
" "

"
# #

"
 

与B对应,即有方程组

1 11 1 1,

r 1 1 ,

,
(3)

.

r n r n

r r r n r n

x b x b x

x b x b x

+ −

+ −

= − − −⎧
⎪
⎨
⎪ = − − −⎩

"
" " " " "

"
 

由于 A与 B的行向量等价，故方程组（1）与（3）同解，在（3）中，任给 1rx + ，

"， nx 一组值，即唯一确定 1, , rx x"
的值，就得（3）的一个解，也就是（1）的

解，现对 1rx + ，"， nx 取下列n r− 组数： 
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1

2

1 0 0
0 1 0

, ,

0 0 1

+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

"
# # ##

r

r

n

x
x

x

 

由（3）即依次可得 

1,1 11 12

1 2 ,

,
n r

r r r r n r

bx b b

x b b b

−

−

−⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# # # " #

 

从而求得（3）[也就是（1）]的 n-r 个解。 

1,11 12

,1 2

1 21 , 0 , 0 ,
0 1 0

0 0 1

n r

r n rr r

n r

bb b

bb b
ξ ξ ξ

−

−

−

−⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −− −
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

## #

# # #

 

下面证明 1 2, n rξ ξ ξ −" 是方程组（1）的基础解系。 

（1）证明 1 2, n rξ ξ ξ −" 线性无关。 

由于 n-r 个 n-r 维向量

1 0 0
0 1 0

,

0 0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
# # #

线性无关，所以 n r− 个n维向量 1 2, n rξ ξ ξ −"

也线性无关。 

（2）证明方程（1）的任一解都可由 1 2, n rξ ξ ξ −" 线性表示。 

设 1, , 1( )T
r n rx c cξ λ λ −= = " " 为方程组（1）的任一个解。再作 1 2, n rξ ξ ξ −" 的线性

组合 1 1 2 2 ,n r n rc c cη ξ ξ ξ− −= + + +" 由于 1 2, n rξ ξ ξ −" 是（1）的解，故η也是（1）的解，
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比较η与ξ ,知它们的后面n r− 个分量对应相等，由于它们都满足方程组（3）从

而知它们的前面r个分量亦必对应相等，因此η ξ= ，即 1 1 2 2 ,n r n rc c cη ξ ξ ξ− −= + + +"

所以， 1 2, , , n rξ ξ ξ −" 是齐次线性方程组的基础解系。 

由以上的计论，可推得 

定理 1 设 m×n矩阵 A的秩 R(A)=r,则 n 元齐次线性方程组 Ax=o 的解集 S

的秩 Rs=n-r.  

注 （1）基础解系不唯一，但它们之间的关系是等价的。 

（2）基础解系是方程组（1）的解集 s的一个最大无关组。 

（3）当 R(A)=n 时，方程组（1）只有零解，因而没有基础解系，而当 R(A)=r 

＜n 时，方程组（1）的基础解系含 n-r 个解向量。 

（4）若 1 2, n rξ ξ ξ −" 是方程组（1）的一个基础解系，则其通解为 

1 1 2 2 ,n rx c c cξ ξ −= + + +" 其中 1 2, , n rc c c −" 是任意常数。 

例 12  求齐次线性方程组 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 3 7 0
3 2 3 0

2 2 6 0
5 4 3 3 0

x x x x x
x x x x x

x x x x
x x x x x

+ + + + =⎧
⎪ + + + − =⎪
⎨ + + + =⎪
⎪ + + + − =⎩  

的基础解系与通解。 

 

解对系数矩阵 A作初等行变换，变为行最简形矩阵，有 
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2 32 1

4 1

3

5

1 2 3 3 7 1 2 3 3 7 1 2 3 3 7
3 2 1 1 3 0 4 8 8 24 0 1 2 2 6
0 1 2 2 6 0 1 2 2 6 0 4 8 8 24
5 4 3 3 1 0 6 12 12 36 0 6 12 12 36

↔−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − − − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼ ∼
r rr r

r r
A

1 2
4 23 2

64 2

1 2 3 3 7 1 0 1 1 5
0 1 2 2 6 0 1 2 2 6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

+ −

+

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼ ∼
r r r r

r r  

 

由于 R（A）=2，n=5，所以基础解系中含 n-R（A）=3 个解向量，同解方程组为 

1 3 4 5

2 3 4 5

5
(*)

2 2 6
x x x x
x x x x
= + +⎧

⎨ = − − −⎩  

令

3

4

5

1 0 0
0 , 1 , 0
0 0 1

x
x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠  

代入同解方程组得

1

2

1 1 5
, ,

2 2 6
x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠  

从而得基础解系为 

1

1
2

1
0
0

ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2

1
2

0
1
0

ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 3

5
6

0
0
1

ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

故方程组的通解为 

1 1 2 2 3 3x k k kξ ξ ξ= + + ，其中 1k ， 2k ， 3k 为任意实数。 

注：上面的解法是先求基础解系，再写出通解；除上述方法外，用下面的方

法更简便。   
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将同解方程组（*）改写为 

1 3 4 5

2 3 4 5

3 3

4 4

5 5

5
2 2 6

x x x x
x x x x
x x
x x
x x

= + +⎧
⎪ = − − −⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪
⎪ =⎩  

再将它改写成向量形式，并令 3 1 4 2 4 3, ,x c x c x c= = = ，使得方程组的通解为

1

2

3 1 2 3 1 2 3

4

5

1 1 5
2 2 6

1 0 0 ( , , )
0 1 0
0 0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + ∈
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

x
x
x c c c c c c R
x
x

 

 

例 13  设 0, ( ) ( ) .mxn nxlA B R A R B n= + ≤证明  

证：
1 2

1 2

( , , , ),
( , , , ) (0,0, ,0), 0( 1,2, , )

l

l i

B b b b
A b b b Ab i l

=

= = =

"
" " "

记 则

即
 

表明矩阵 B的 l个列向量都是齐次方程 0Ax = 的解，记方程 0Ax = 的解集为 s,

由 ib s∈ 知有 1 2( , , ) , .l SR b b b R≤ ≤" S即R(B) R 而由定理 7有 ( ) SR A R n+ = ，故

( ) ( )R A R B n+ ≤  

例 14  证明矩阵 mxnA 与 lxnB 的行向量组等价的充分必要条件是齐次方程组

0Ax = 与 0Bx = 同解。 

证  必要性是显然的。 

充分性 设方程 0Ax = 与 0Bx = 同解，从而也与方程
0

, 0
0

Ax A
X

Bx
=⎧ ⎛ ⎞

=⎨ ⎜ ⎟=⎩ ⎝ ⎠
即

B
 

同解，设解集 S的秩为 t，则三个系数矩阵的秩都为n t− ，故
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( ) ( ) ,
A

R A R B R
B

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
T T T T即R(A )=R(B )=R(A ,B ) 

根据§1的定理 2推论，知
TA 与

TB 的列向量组等价，即 A与 B的行向量组等价。 

例 15   证 A 为 mxn 矩阵，x为 n维列向量，证明 TR(A A) R(A)=  

若 x满足 0Ax = ，则有 T TA (Ax) 0, (A A)X 0= =即  

若 x满足 ( ) 0,TA A X = T T T则X (A A)X=0,即(AX)(AX)=0,从而推知AX=0。 

综上可知方程组AX=0与 ( ) 0TA A X = 同解，因此 ( ) ( )TR A A R A=  

    三、非齐次线性方程组的性质 

设有非齐次线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

(4)

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"

"""""""""""
"

 

它也可写作向量方程    (5)Ax B=  

向量方程（5）的解也就是方程组（4）的解向量。 

1、非齐次线性方程组的性质 

性质 3  1 2η η设x= 及x= 都是（5）的解，则 1 2x η η= − 为对应的齐次线性方程组

AX=0 (6)的解。 

证 1 2 1 2( ) 0A A A b bη η η η− = − = − = ，即 1 2x η η= − 满足方程（6） 

性质 4 设 x η= 是方程（5）的解， =x ξ 是方程（6）的解，则 x ξ η= + 仍是方程

（5）的解。 

证 ( ) 0A A A b bξ η ξ η+ = + = + = ，即 x ξ η= + 满足方程（5） 
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2、非齐次线性方程组的解 

非齐次线性方程组 Ax b= 解的情形归纳如下： 

（1）若 ( ) ( )R A R B≠ ，则方程组 Ax b= 无解； 

（2）若 ( ) ( )R A R B r= = ，则方程组 Ax b= 有解； 

○1 当 r n= 时，方程解 Ax b= 有唯一解；  

○2 当 r n< 时，方程组 Ax b= 有无穷多解，其通解为

*
1 1 2 2 1 2( , )

nn r r n rx k k k k k kξ ξ ξ η− − −= = + + +" " 为任意实数  

其中 1 2, n rξ ξ ξ −" 是对应齐次方程组 0Ax = 的一个基础解系，
*η 是 Ax b= 的一个特

解。 

例 16 求解方程组

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1
3 7 4 3

3 2x 2

− + = −⎧
⎪ + − + =⎨
⎪ − + + = −⎩

x x x
x x x x
x x x

 

 

解 ：对增广矩阵 B施行初等行变换； 

1 2 2

3 1

2

3

2 1 0 1 1 1 3 7 4 3 1 3 7 4 3
1 3 7 4 3 2 1 0 1 1 0 7 14 7 7
3 2 1 1 2 3 2 1 1 2 0 11 22 11 11

←⎯→ −

−

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

～ ～
r r r r

r r
B

 

3 2
1 2

2

11
37

( 7)

1 3 7 4 3 1 0 1 1 0
0 1 2 1 1 0 1 2 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

− −

÷ −

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

～ ～

r r r r

r
 

因为 ( ) ( ) 2 4R A R B n= = < = ，所以方程组有无穷多解，它的同解方程组为
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1 3 4

2 3 4

(*)
2 1

x x x
x x x

= −⎧
⎨ = − +⎩

 

求方程组的通解有两种方法： 

解一  取 3 4 0x x= =  代入方程组（*）得 1 20 1x x= = ，即得方程组的一

个特解 * (0.1.0.0)Tη = 。 

在对应的齐次方程组 1 3 4

2 3 4

1 0
2 0 1

x x x
x x x

= −⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ =⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= −⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

3

4

x
中,取

x
 

则 1

2

1 1
2 1

x
x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

即得对应齐次线性方程组的基础解系 

1 2

1 1
2 1
1 0
0 1

ξ ξ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

于是所求通解为 1 2 1 2

1 1 0
2 1 1

( , )
1 0 0
0 1 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + ∈
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x c C C C R  

解二  将方程组（*）改写为

1 3 4

2 3 4

3 3

4 4

2 1
x x x

x x x
x x

x x

= −⎧
⎪ = − +⎪
⎨ =⎪
⎪ =⎩

 

再将上式用向量形式表示，并令 3 4 2,x c x c= = ，即得原方程组的通解为

1

2
1 2 1 2

3

4

1 1 0
2 1 1

( , )
1 0 0
0 1 0

x
x

c c c c R
x
x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + ∈
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

例 17   设 1 2 3, ,η η η 为非齐次线性方程组 Ax b= （1）的解，且 1 2 3 1k k k+ + = ，

证明 1 1 2 2 3 3x k k kη η η= + + 也是（1）的解。 
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证  因为 1 2 3 1k k k+ + = ，有 3 1 21k k k= − − ，于是

( )1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1 2 3 1 1 3 2 2 3 3(1 ) ( )= + + = + + − − = − + − +x k k k k k k k k kη η η η η η η η η η η 因为

1 2 3, ,η η η 为（1）的解，由非齐次线性方程组的性质 1知， 1 3η η− ， 2 3η η− 为（1）

对应的齐次方程组成     0Ax =       （2）的解，由齐次线性方程组的性质知，

( )1 1 3 2 2 3( )k kη η η η− + −
仍为（2）的解。由非齐次线性方程组解的性质 2得

( )1 1 3 2 2 3 3( )= − + − +x k kη η η η η 为（1）的解。 

推广，设 1 2, , Sη η η" 为（1）的解，且 1 2 1sk k k+ + + =" ，则 1 1 2 2 s sx k k kη η η= + + +"

仍为（1）的解。 

四、小结 

1、齐次线性方程组解的性质。 

2、齐次线性方程基础解系的求法。 

3、非齐次线性方程组解的性质。 

4、线性方程组解的情况。 

五、作业 P110、22（1）、23、26、28（1）、29 

 

§5 向量空间 

一、向量空间的概念 

定义 6 设 v 为 n 维向量的集合，如果集合 v 非空，且集合 v 对于加法及乘

数两种运算封闭，那么称集合 v为向量空间。 

注 1、集合 v对于加法及乘数两种运算封闭是指：若 a, b∈v，则 a + b∈v；
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若 a∈v， ,R∈λ 则 v∈λ 。 

2、n 维向量的集合是一个向量空间，记作 Rn。 

例 18 集合 }{ T
2 n 2 nV x (0, x , , x ) x , , x R= = ∈… … 是一个向量空间。因为若

T T
2 n 2 na (0,a , a ) V,b (0,b b ) V,= ∈ = ∈… … 则 T

2 2 n na b (0,a b , a b ) V,+ = + + ∈"  

T
2 aa (0, a , , a ) Vλ = λ λ ∈"  

例 19 集合 }{ T
2 n 2 nV x (1, x , x ) | x x R= = ∈" " 不是向量空间，因为若

T
2 na (1,a , a ) V= ∈" ，则 T

2, n2a (2,2a ,2a ) V= ∉" 。 

例 20 齐次线性方程组的解集 }{ 0| == AxxS 是一个向量空间（称为齐次线

性方程组的解空间）。因为由齐次线性方程组的解的性质 1，2，知其解集 S对向

量的线性运算封闭。 

例 21 非齐次线性方程组的解集 }{ bAxxS == | 不是向量空间。因为当

Φ=S 时，S不是向量空间；当 Φ≠S 时，若 S∈η ，则 bbA ≠= 2)2( η ，知 S∉η2 。 

例 22 设 a, b 为两个已知的 n维向量，集合 }{L x a b | , R= = λ +μ λ μ∉ 是一

个向量空间。因为若 1 1 1 2 2 2x a b, x a b= λ +μ = λ +μ ，则有

1 2 1 2 1 2x x ( )a ( )b L,+ = λ + λ + μ +μ ∈ 1 1 1kx (k )a (k )b L= λ + μ ∈ 。 

这个向量空间称为由向量 a, b 所生成的向量空间。 

一般地，由向量组 maaa ",, 21 所生成的向量空间为 

}{ RaaaxL mmm ∈+++== λλλλλλ ,,,| 212211 ""  

例 23 设向量组 maa ",1 与向量组 1 Sb , b" 等价，记 

1 1 1 m m 1 m 2 1 1 s s 1 sL {x a a | , , R},L {x | x b b | , R= = λ + + λ λ λ ∈ = = μ + +μ μ μ ∈" " " "
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试证 L1=L2。 

证设 1Lx∈ ，则 X可由 maa ,,1 " 线性表示，因 maa ,,1 " 可由 1 Sb , b" 线性表示，

故 x可由 1 Sb , b" 线性表示，所以 2Lx∈ 。即若 1Lx∈ ，则 2Lx∈ ，因此 21 LL ⊂ ， 

类似可证：若 2X L∈ ，则 1X L∈ ，因此 2 1L L⊂ ，因为 1 2L L⊂ ， 2 1L L⊂ ，所以 1 2L L=  

二  子空间 

定义 7  设有向量空间 V1及 V2，若 1 2v v⊂ 称 V1是 V2的子空间。 

例如任何由 n维向量所组成的向量空间 V，总有 nRV ⊂ ，所以 V总是 Rn的子

空间。 

三、向量空间的基、维数与坐标 

定义 8  设 V 为向量空间，如果 r个向量 1 2 ra ,a , a V∈" ，且满足 

（I） raaa ",, 21 线性无关； 

（II）V 中任一向量都可由 raaa ",, 21 线性表示， 

则向量组 raaa ",, 21 称为向量空间 V的一个基，r称为向量空间的 V的维数，

并称 V为 r维向量空间。 

注：（1）只含有零向量的向量空间称为 0维向量空间，因此它没有基。 

（2）若把向量空间 V看作向量组，那么 V的基就是向量组的最大无关组，V

的维数就是向量组的秩。 

（3）若向量组 1 2 ra ,a , , a" 是向量空间 V 的一个基，则 V 可表示为

},,|{ 111 RaaxV rrr ∈++== λλλλ ""  

例如，向量空间 },,|),,,0({ 22 RxxxxxV n
T

n ∈== "" 的一个基可取为： 

T
n

T ee )1,0,,0(,,)0,,0,1,0(2 """ == ，由此可知它是 n-1 维向量空间。 
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又如，齐次线性方程组的解空间 }0|{ == AxxS ，若能找到解空间的一个基

rn−ξξξ ,,, 21 " ，则解空间可表示为 

1 1 2 2 n r n r 1 2, n rS {x c c c | c ,c ,c R}− − −= = ξ + ξ + + ξ ∈" "  

如果在向量空间 V中取定一个基 1 2 ra ,a , , a" ，那么 V中任一向量 X可唯一地

表示为 rr axaax +++= "2211 λλ ，数值 rλλλ ,,, 21 " 称为向量 X在基 1 2 ra ,a , , a"

中的坐标。 

特别地，在 n 维向量空间 nR 中取单位坐标向量组 neee ,,, 21 " 为基，则以

nxxx ,,, 21 " 为分量的向量 X，可表示为 nnexexexx +++= "2211 ，向量在基

neee ,,, 21 " 中的坐标就是该向量的分量。 neee ,,, 21 " 叫做 nR 中的自然基。 

例 24 设
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
==

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
==

24
30
41

),(
221
212
122

),,( 21321 bbBaaaA  

验证 321 ,, aaa 是 3R 的一个基，并求 21,bb 在这个基中的坐标。 

解  要证 321 ,, aaa 是 3R 的一个基，只要证 321 ,, aaa 线性无关，即只要证A E～ ，

设 33222211223312211111 , axaxaxbaxaxaxb ++=++= ， 

即
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3231

2221

1211

32121 ),,(),(
xx
xx
xx

aaabb 记作 AXB =  

对矩阵（A，B）施行初等行变换，若 A能变为 E，则 321 ,, aaa 为 3R 的一个基，

且当 A变为 E时，B变为 BAX 1−= 。 

1 2 3

2

3 1

1(r r r )
3

r 2r
r r

2 41 0 0
3 32 2 1 1 4 1 1 1 1 3
2(A,B) 2 1 2 0 3 0 3 0 2 3 0 1 0 1
3

1 2 2 4 2 0 3 3 5 5 20 0 1 1
3

+ +

−
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

～ ～
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因为A E～ ，故 321 ,, aaa 是 3R 的一个基，且

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−=

3
21

1
3
2

3
4

3
2

),,(),( 32121 aaabb
 

所以 21 ,bb 在基 321 ,, aaa 中的坐标依次为
3
21

3
41;

3
2,

3
2

，，和−− 。 

例 25  在 3R 中取定一个基 321 ,, aaa ， 再取一个新基 321 ,, bbb ，设

),,( 321 aaaA = ， ),,( 321 bbbB = ，求用 321 ,, aaa 表示 321 ,, bbb 的表示式（基变换公

式，）并求向量在两个基中的坐标之间的关系式（坐标变换公式）。 

解 1
321321321321 ),,(),,(,),,(),,( −== AaaaeeeAeeeaaa  

故 BAaaaBeeebbb 1
321321321 ),,(),,(),,( −==  

即基变换公式为 Paaabbb ),,(),,( 321321 =  

其中表示式的系数矩阵 BAP 1−= 称为从旧基到新基的过渡矩阵。设向量 X

在旧基和新基中的坐标分别为 1 2 3 1 2 3y , y , y , z , z和z ， 

即

1 1

1 2 3 2 1 2 3 2

3 3

y z
x (a ,a ,a ) y , x (b ,b , b ) z

y z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

故

1 1

2 2

3 3

y z
A y B z

y z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，得

1 1
1

2 2

3 3

z y
z B A y
z y

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

即

1 1
1

2 2

3 3

z y
z P y
z y

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

这就是从旧坐标到新坐标的坐标变换公式。 

四、小结 

1、向量空间的概念  
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2、子空间的概念 

3、向量空间的基，维数与坐标的求法 

五、作业  P112、36、37、38、39 

第四章  向量组的线性相关性习题课 

一、本章知识点结构图 

 

:
r(A) n,

Ax 0
r(A) n,

r(A) r(A,b) n,
Ax b r(A) r(A,b) n,

r(A) r(A,b),

⎧ ⎧
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪⎪ ⎨

⎪
⎪
⎪⎩
⎧
⎪
⎪
⎪ =⎧

=⎪ ⎨⎪ <⎩⎨ ⎨
⎪ = =⎧⎪ ⎪⎪ = = <⎨
⎪ ⎪ ≠⎪ ⎩⎩
⎧
⎨
⎩

基本概念

线性组合

向量组 线性相关

线性无关

秩与最大无关组

解的性质

解的结构 基础解系、特征、通解

唯一零解
向量组的 线性方

无穷多组解
线性相关性 程组

唯一解

无穷多解

无解

向量空间及子空间
向量空间

向量空间基、维数、坐标

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

二、学习要点 

本章主要学习向量组的线性相关性理论以及齐次、非齐次线性方程组的解的

结构，理论性很强，内容较抽象。本章的难点是向量组线性相关性及矩阵的秩。
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重点是向量组线性相关与线性无关的概念及相关的基本结论，它是学好本章的重

要基础；向量组的秩也是本章的重点内容，注意将向量组的秩和矩阵的秩联系起

来；齐次，非齐次线性方程组的结构是本章又一重点，齐次线性方程组基础解系

的求法，必须掌握，它是第五章中求解方阵特征向量的基础，另外学习时要与上

章求解线性方程组的方法相结合，对于用矩阵初等行变换，求解线性方程组的方

法，不仅要熟练掌握，而且要理解基原理，从而能灵活运用。 

无论是证明、判断还是计算，关键在于深刻理解本章的基本概念，搞清楚其

相互之间的关联。要学会用定义来作推导论证，注意推导过程中逻辑的正确性，

在计算过程中注意知识点的转化，如将求向量组的秩转化为求矩阵的秩及方程语

言、矩阵语言，几何语言三者之间的转化等。 

三、典型例题 

1、向量组线性关系的判定 

例 26 设向量组
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

c
， 3

2

2
1
3

,
3
2
1

321 ααα  

求（1）C为何值， 321 ,, ααα 线性无关； 

  （2）C为何值， 321 ,, ααα 线性相关； 

  （3）将 3,α 表示为 21 ,αα 的线性组合。 

解（ 321 ,, ααα ）
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

−−

− 500
170

231
~

670
170

231
~

23
312
231 2312

13

2

3 ccc

rrrr

rr
 

（1）当 ( )1 2 3c 5 0, c 5 ,R , , 3,− ≠ ≠ α α α =即 时 321 ,, ααα 线性无关。 

 （2）当 c 5 0, c 5 R− = =即 时, ( ) 321321 ,,,32,, αααααα <= 线性相关。 
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（ 3）当 得时，c 5=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

− +

÷

000
7
110

7
1101

~
000
170

231

500
170

231 21

2

7
3

7

rr

rc
所以

213 7
1

7
11 ααα −= 。 

例 27 设 A 是 n×m矩阵，Ｂ是 m×n矩阵，其中 n<m,若 AB=En,证明 B的列向

量组线性无关（En为 n 阶单位阵）。 

证一 根据向量组线性无关的定义，通过线性方程组理论证明。记矩阵 B=(b1、

b2……bn)，设 1 1 2 2 0,n nx b x b x b= + + ="       

   
0 0 0( )

0

Bx ABx Ex AB E

X

= ⇒ = ⇔ = =

⇔ =

即 因
 

由定义知，B的列向量组线性无关。 

证二 利用有关矩阵的性质。  

由矩阵 nAB E R(B) R(E ) n= ⇒ ≥ = ；另一方面，因 B 是 mxn 矩阵，故

R(B) n( m)≤ < 综合上面两个不等式，得R(B) ,n= 于是 B的列向量组线性无关。 

2 求向量组的秩 

例 28 设向量组

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=

0
1
2
1

1

1α   

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

1
0
0
3
0

,

1
1

6
0
3

,

0
2

4
2

2

432 ααα  

求向量组的秩及其一个最大无关组，并把其余向量用此最大无关组线性表

示。  

解
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( )
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−
=

↔

↔

−
+

−

0000
3300
1100
0440
0321

~

1100
0440
0000
3300
0321

~

1100
0121
0642
3021
0321

,,,
42

53

13
12

14

2

4321

rr

rr

rr
rr

rr
αααα

 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−÷

−

0000
0000
1100
1010
1001

~

0000
0000
1100
0110
0321

~
212

34

2)4(

3

rrr

rr 所 以 ( ) .3,,, 4321 =ααααα   

321 ,, ααα 是原向量组的一个最大无关组，且 3214 αααα +−−= 。 

例 29 设 121312321 −+++=+++=+++= mmmm ，，， αααβαααβαααβ """"  

证明： mβββ ,, 21 " 与 mααα ,,, 21 " 有相同的秩。 

分析  要证明这两个向量组有相同的秩，只须证明它们等价，即证明它们可

以互相线性表示即可。 

证明    由题设得 i 1 i 1 i i 1 m0 , i 1.2 ,m.− +β = α + +α + •α +α + +α =" " "  

所以 mβββ ,, 21 " 可由 mααα ,,, 21 " 线性表示。又将题设的 mβββ ,, 21 " 的 m个

等式相加   得 ( )( )mm m αααβββ +++−=++ "" 211 1,
2

 

从而 mααα +++ "21 ( )mm
βββ +++

−
= "

211
1

 

又 mααα +++ "21 = ( ) =++++++ += miii ααααα "" 111 ii βα + 于是有 

( ) .,2,1,
1

1
21 mi

m imi "" =−+++
−

= ββββα  

这表明 1 2 m,α α α" 可由 mβββ ,, 21 " 线性表示，故 mβββ ,, 21 " 与 1 2 m,α α α"

等价，从而它们的秩相同。 

2、向量空间的判定 
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例 30 下列向量集合是否为向量空间？如果是向量空间，求出它的基及维

数， ( ){ }T
1 2 1 1 2V x x 2x , 3x x , x R= = − ∈  

解  V 中任意向量 x都可以写成

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Rxxxxxxxxxxx TTTTT ∈+−=+−=−= 2121211121 ,)0,2,0(3,.0.10,2.03,0,3,2,  

即 X 可以写成 3R 中两个固定向量 ( )TT 0,2,0,)3,0.1( 21 =−= αα 的线性组合，故

V 是由 21,αα 生成 向量空间（ 3R 的空间）。由于 21,αα 线性无关，且 V 中向量均

可由 21,αα 线性表示，故 21,αα 为 V的一个基，且 V的维数为 2。 

4、线性方程组的解法 

例 31  a ,b 为何值时，线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

x x 2x 3x 0
2x x 6x 4x 1
3x 2x ax 7x 1

x x 6x x b

+ − + =⎧
⎪ + − + = −⎪
⎨ + + + = −⎪
⎪ − − − =⎩

有解？在有解的情况下，求出其全部

解。 

解对增广矩阵 B施行初等行变换： 

( ) ⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−+−
−−−−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−
−−

−
=

−
−

−÷

−
−

−

20000
00800
12210
03211

~
4420

1210
12210

03211
~

1611
1723
14612

03211
24

23

2

13
12

14

2

1

3
2

b
a

b
ba

b
aB

rr
rr

r

rr
rr

rr

（1）当 b 2 0, 2+ ≠ ≠ −即b 时,方程组无解， 

（2）当 b+2=0 且 08 ≠+a ,即 b=-2 且 ,43)()(,8 <==−≠ BrAra 时 方程组有

无穷多解。此时，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
−

+

−

+÷

00000
00100
12010
11001

~
00000
00100
12210
03211

~
322
31

21

3

2
)8( rr

rr

rr

ar

B 它的同解方程
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组为
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+−=
−−=

0
12

1

3

42

41

x
xx

xx
所以得通解 ( )

1

2

3

4

x 1 1
x 2 1

x c c R
x 0 0
x 1 0

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + ∈
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

（3）当 b=-2 且 8−=a 时，R（A）=R（B）=2<4,方程组有无穷多解，此时

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
−

00000
00000
12210
11401

~
00000
00000
12210
03211

~
21 rr

B 它的同解方程组为

⎩
⎨
⎧

+−−=
−−=

122
14

432

431
xxx

xxx
所以通解为 ),(

0
0
1
1

1
0
2
1

0
1
2

4

2121

4

3

2

1

Rcccc

x
x
x
x

x ∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=  

例 32  设四元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为 3，已知 ,,, 321 ηηη 是它的

三个解向量，且 

1 2 3

2 1
3 2

,
4 3
5 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟η = η +η =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

求该方程组的通解。 

解  只要求出对应的齐次方程组的基础解系即可。设四元非齐次线性方程组

为 ,bAx = 由已知条件，可知 1η 就是 ,bAx = 的一个特解。 

又已知条件 3)( =AR 可知， 0=Ax 的基础解系里解向量的个数为 4 - 3=1，

即它的任一非零解都是它的一个基础解系。 

由 ,,, 321 ηηη 是Ax b= 的三个解向量，可得 

,022)2( 321321 =−−=−−=−− bbbAAAA ηηηηηη 即 3212 ηηη −− 为

0=Ax 的一个解向量，又因为 3212 ηηη −− =

3
4

0
5
6̀

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ≠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，故它是Ax 0= 的一个基础
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解系，所以Ax b= 的通解为

3 2
4 3

x c
5 4
6 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（C R∈ ） 

例 33  设 A，B都是 n阶方阵，且 AB=0，证明： nBRAR ≤+ )()(  

分析     由 AB=0 知，B的列向量是方程组 0=Ax 的解向量，于是问题转化

为对齐次线性方程组的讨论。 

证   设 ).,,( 21 nbbbB "= 由 AB=0 知 jAb ( j 1,2 n)= " ,即向量组 nbbb ",, 21 是

方程组 Ax 0= 的解向量，从而它们可由Ax 0= 的基础解系线性表示。故向量组

1 2 nb ,b , b" 的秩不大于 n R(A)− （基础解系所含解向量的个数），也就是

R(B) n R(A)≤ − ，或R(A) R(B) n+ ≤ 。 


