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第五章    相似矩阵及二次型 

§1 向量的内积,长度及正交性  

定义 1 设有 n 维向量

1 1

2 2,

n n

x y
x y

x y

x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #
令[ ] 1 1 2 2, n nx y x y x y x y= + + +" ,[ ],x y 称为

向量 x y与 的内积. 

内积的矩阵表示[ ], Tx y x y=  

内积的性质(其中 ],x y为 n 维向量,入为实数) 

(1)[ ] [ ], ,x y y x= ; 

(2)[ ] [ ], ,x y x yλ λ= ; 

(3)[ ] [ ] [ ], , ,+ = +x y z x z y z ; 

(4)当 [ ]0, , 0;x x x= = 当 [ ]0 , , 0x x x≠ >时  

利用这些性质,还可以证明施瓦茨(schwarz)不等式[ ] [ ][ ]2, , ,x y x y y y≤  

二 向量的长度及性质 

定义 2 令 [ ] 2 2 2
1 2, nx x x x x x= = + + +"  

x 称为 n 维向量 x 的长度(或范数) 

向量长度的性质： 

1.非负性当 0x ≠ 时 0;x > 当 0x = 时 0;x =  

2.齐次性 ;x xλ λ=  

3.三角不等式 x y x y+ ≤ +  

单位向量及 n 维向量间的夹角 

（1）当 1x = 时，称 x 为单位向量 

（2）当 0, 0x y≠ ≠ 时， 
[ ],

cos=
x y

arc
x y

θ 称为 n 维向量 x 与 y 的夹角。 

三、正交向量组的概念及求法 
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1、正交的概念 

当[ ], 0x y = 时，称向量 x 与 y 正交。显然，若 ,x o= 则 x 与任何向量都正交。 

2、正交向量组的概念 

若一非零向量组中的向量两两正交，则称该向量组为正交向量组。 

3、正交向量组的性质 

定理 1  若 n 维向量 1 2, , ," ra a a 是一组两两正交的非零向量，则 1 2, , ra a a" 线性无

关。 

证  设有 1 2, , rλ λ λ" 设 1 2 2 2 0,r ra a aλ λ λ+ + + ="  

以 1
Ta 左乘上式两端，得， 1 1 1 0Ta aλ = 因 1 0,a ≠ 故

2
1 1 1 0,Ta a a= ≠ 从而必有 1 00=λ 类

似可证 2 00, , 0= =" rλ λ 于是向量组 1, 2 , , ra a a" 线性无关。 

注 线性无关的向量组未必是正交向量组。 

例 1 已知 3 维向量空间
3R 中两个向量 1 2

1 1
1 , 2
1 1

a a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

正交,试求一个非零向量 3a ,

使 1 2 3, ,a a a 两两正交 

解      记 A=
2

1 1 1
1 2 1

T

Ta
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
1a  

3a 应满足齐次线性方程组 0,=Ax 即 

1

2

3

1 1 1 0
1 2 1 0

x
x
x

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

, 

由
1 1 1 1 1 1 1 0 1

~ ~
1 2 1 0 3 0 0 1 0

r r
A ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，得
1 3

2 0
x x
x
= −⎧

⎨ =⎩
,从而有基础解系

1
0
1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

取 3

1
0
1

a
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

即合所求. 

4、规范正交基 
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定义 3  设 n 维向量 1 2 re ,e , ,e" 是向量空间
nv(v R )⊂ 的一个基，如果 1 2 re ,e , ,e" 两

两正交，且都是单位向量，则称 1 2 re ,e , ,e" 是 V 的一个规范正交基。 

例如 1

1
2

1
2

0
0

e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   2

1
2
1
2

0
0

e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   3

0
0
1
2

1
2

e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    4

0
0
1
2
1
2

e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

由于 [ ], 1,2,3,4,
, 0 , 1, 1,2,3,4i j i j

i j i ie e e e i≠ =⎡ ⎤ = = =⎣ ⎦
且  

所以, 1 2 3 4, , ,e e e e 是 R4 的一个规范正交基 

5、求规范正交基的方法 

设 1, , ra a" 是向量空间V的一个基,要求V的一个规范正交基,就是要找一组两两正交的

单位向量 1, , re e" ,使 1, , re e" 与 1, , ra a" 等价。这样一个问题,称为把 1, , ra a" 这个基规范

正交化。 

设  我们可用以下方法把 1, , ra a" 规范正变化： 

（1）正变化  

 取
[ ]
[ ]

1 2
1 1 2 2 1;

1 1

,
;

,
b a

b a b a b
b b

= = − "
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

1 2 1
1 2 1

2 2 2 2 1 11

, , ,
, , ,

−
−

− −

= − − − −"r r r r
r r r

r r

b a b a b a
b a b b b

b b b b b b
 

容易验证 1, , rb b" 两两正交，且 1, , rb b" 与 1, , ra a" 等价。 

（2）单位化 

取 1 1 2 2
1 2

1 1 1, , , ,r r
r

e b e b e b
b b b

= = =" 则 1 2, , , re e e" 为 V 的一个规范正交基。 

上述由线性无关向量组 1, , ra a" 导出正交向量组 1, rb b" 的过程称为施密特正交化过

程。 

例 2 设 1 2 3

1 1 4
2 , 3 , 1
1 1 0

a a a
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，试用施密特正变化过程把这组向量规范正变

化。 
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解    取

[ ]2 1
1 1 2 2 12

1

1 1 1
, 4 5; 3 2 1 ;

6 3
1 1 1

a b
b a b a b

b

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

[ ] [ ]3 1 3 2
3 3 1 22 2

1 2

4 1 1 1
, , 1 51 2 1 2 0

3 3
0 1 1 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − = − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

a b a b
b a b b

b b
 

再单位化，取 31 2
1 2 3

2 31

1 1 1
1 1 12 , 1 , 0
6 3 21 1 1

bb be e e
b bb

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 3, ,e e e

即为所求 

例 3 已知 1

1
1 ,
1

a
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

求一组非零向量 2 3, ,a a 使 1, 2 3, ,a a a 两两正交。 

解 2 3, ,a a 应满足方程
T

1a x 0= 即 1 2 3x x x 0+ + =  

它的基础解系为 1 2

1 0
0 , 1 .
1 1

ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

把基础解系正变化，即合所求。 

即取
1, 2

2 1 3 2 1
1, 2

,
⎡ ⎤⎣ ⎦= = −
⎡ ⎤⎣ ⎦

a a
ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ

其中[ ]1 2 1, 1, 1, 2,ξ ξ ξ ξ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ 于是得

2 3

1 0 1 1
1 10 , 1 0 2
2 2

1 1 1 1
a a

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

四、正交矩阵与正交变换 

1 定义 4  如果 n 阶矩阵 A 满足
1( )T TA A E A A−= =即 则称 A 为正交矩阵，简称正交

阵， 

2 正交矩阵的性质 

（1）正交矩阵 A 的行列式 1 1.= = −或A A  

(2)正交矩阵 A 是可逆矩阵,且 1 TA A− =  
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(3)正交矩阵的逆矩阵
1A−
也是正交矩阵. 

(4)正交矩阵的行(列)向量组均是两两正交的单位向量。 

(5)正交矩阵的乘积所得的矩阵也是正交矩阵。 

例 4  设 x 为 n 维列向量， 1,T Tx x xx= 令H=E-2 ，其中 E 为 n 阶单位矩阵，求证：H

是对称的正交矩阵。 

证明  因为 ( )2 2( ) 2
TT T T T T T TH E xx E x x E xx H= − = − = − = 所以 H 是称矩阵，注

意到 1,Tx x = 有 ( 2 )( 2 ) 4 4 ( )T T T T T TH H E xx E xx E xx x x x x E= − − = − + = 。 

从而 H 是对称的正交矩阵。 

3 正交变换 

定义 5  若 P 为正交矩阵，则线性变换 y px= 称为正交变换 

性质 正交变换保持向量的长度不变。 

证 设 y px= 为正交变换，则有 || || || ||T T T Ty y y x P px x x x= = = = 。 

五 、小结 

1.求规范正交基的方法 见正文。 

2.A 为正交矩阵的充要条件是下列条件之一成立： 

（1） 1 TA A− =  

（2） ;TA A E=  

（3）A 的行（列）向量是两两正交的单位向量。 

六、作业 P137，1（1），2  （1）  4 

 

 

§2 方阵的特征值与特征向量 

工程技术中遇到的大量问题，如控制系统的稳定性问题，数字图象处理和模式识别中的

维数压缩技术问题等，常可归结为求一个方阵的特征值和特征向量的问题。数学中诸如方阵

的对角化及解微分方程组等问题，也都要用到特征值的理论。 

一、特征值与特征向量的概念 

1．定义 6 设 A 为 n 阶矩阵，如果数入和 n 维非零列向量
Tx，使 Ax xλ= 成立，则称入
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是方阵 A 的特征值，非零向量
Tx称为 A 的对应于特征值入的特征向量。 

注 特征向量 0x ≠ ，特征值问题是对方阵而言的， 

2、特征多项式与特征方程 

λ的 n 次多项式

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) | |

−
−

= − =

−

"
"

" " " "
"

n

n

n n nn

a a a
a a a

f A E

a a a

λ
λ

λ λ

λ

 

称为 n 阶方阵 A 的特征多项式， 0A Eλ− = 称为方阵 A 的特征方程，特征方程的根

就是方阵 A 的特征值。在复数范围内 n 阶矩阵 A 有 n 个特征值（重根按重数计算）。 

3.、设 n 阶矩阵 ( )ijA a= 的特征值为 1 2, , , nλ λ λ" ，则 

（1） 1 2 11 22n nn ra a a t Aλ λ λ+ + + = + + =" " （称为矩阵 A 的迹）； 

（2） 1 2 ;n Aλ λ λ ="  

（3）若λ是 A 的一个特征值，则 ( )ϕ λ 是矩阵多项式 ( )Aϕ 的特征值，其中

0 1 0 1( ) , ( )m m
m ma a a A a E a A a Aϕ λ λ λ ϕ= + + + = + + +" " 。 

二、特征值与特征向量的求法 

求矩阵特征值与特征向量的步骤： 

（1）计算 A 的特征多项式 A Eλ− ； 

（2）求特征方程 0A Eλ− = 的全部根 1 2, , , nλ λ λ" ，就是 A 的全部特征根； 

（3）对于特征值 iλ ，代入齐次方程组 ( ) 0iA E xλ− = ，求出该方程组的一个基础解系，

则这个基础解系的非零线性组合就是对应于特征值 iλ 的全部特征向量。 

对于抽象的矩阵 A，讨论有关特征值与特征向量问题时，往往由定义出发，结合矩阵运

算的性质进行讨论。 

例 5 求矩阵

1 1 0
4 3 0

1 0 2
A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的特征值与特征向量 
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解 A 的特征多项式为
2

1 1 0
4 3 0 (2 )(1 ) ,

1 0 2
A E

λ
λ λ λ λ

λ

− −
− = − − = − −

−
 

所以 A 的特征值为 1 2 32, 1,λ λ λ= = =  

当 1 2λ = 时，解方程组 ( 2 ) 0A E x− = 。 

由

3 1 0 1 0 0
2 4 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0

r
A E

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼ ，得基础解系 1

0
0
1

P
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以 1( 0)kp k ≠ 是对应

于 1 2λ = 的全部特征向量。 

当 2 3 1λ λ= = 时，解方程组 ( ) 0A E x− = ， 

由

2 1 0 1 0 1
4 2 0 0 1 2

1 0 1 0 0 0

r
A E

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼ ，得基础解系 2

1
2

1
P

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以 2 ( 0)kp k ≠ 是对

应于 2 3 1λ λ= = 的全部特征向量。 

思考 A 属于 1 2λ = 的特征向量与 ( 2 ) 0A E x− = 的通解有什么不同？ 

例 6 求矩阵

1 2 2
2 1 2
2 2 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的特征值和特征向量。 

解 A 的特征多项式为
2

1 2 2
2 1 2 ( 5)( 1)
2 2 1

A E
λ

λ λ λ λ
λ

−
− = − = − − +

−
 

所以 A 的特征值为 1 2 35, 1.λ λ λ= = = −  

当 1 5λ = 时，解方程组 ( 5 ) 0,A E x− =  

由

4 2 2 1 0 1
5 2 4 2 0 1 1

2 2 4 0 0 0

r
A E

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼ 得基础解系 1

1
1
1

P
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

所以 1( 0)kp k ≠ 是对应于 1 5λ = 的全部特征向量。 

当 2 3 1λ λ= = − 时，解方程组 ( ) 0A E x+ =  
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由

2 2 2 1 1 1
2 2 2 0 0 0
2 2 2 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼
r

A E ，得基础解系 2 3

1 1
1 , 0
0 1

P P
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

所以对应于 2 3 1λ λ= = − 的全部特征向量为 2 2 3 3k p k p+ （ 2 3,k k 不同时为 0）。 

三、特征值与特征向量的性质 

定理 2 设 1 2, , , mλ λ λ" 是方阵 A 的 m 个特征值， 1 2, , , mp p p" 依次是与之对应的特

征向量，如果 1 2, , , mλ λ λ" 各不相等，则 1 2, , , mp p p" 线性无关。 

证 设有常数 1 2, , , mλ λ λ" 使 1 1 2 2 0.m mx p x p x p+ + + ="  

则 1 1 2 2( ) 0m mA x p x p x p+ + + =" ，即 1 1 1 2 2 2 0m m mx p x p x pλ λ λ+ + + =" ， 

仿此类推，有 1 1 1 2 2 2 0( 1,2, , 1).k k k
m m mx p x p x p k mλ λ λ+ + + = = −" "  

把上面各式合写成矩阵形式，得 

1
1 1

1
2 2

1 1 2 2

1

1
1

( , , , ) (0,0, ,0)

1

m

m

m m

m
m m

x p x p x p

λ λ
λ λ

λ λ

−

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" "
# # # #

"

 

上式等号左端第二个矩阵的行列式为范德蒙行列式，当 iλ 各不相等时该行列式不等于

0，从而该矩阵可逆，于是有 1 1 2 2( , , , ) (0,0, ,0)m mx p x p x p =" " ， 

即 0( 1,2, , )j jx p j m= = " ，但 0jp ≠ ，故 0( 1,2, , )jx j m= = " 。 

所以向量组 1 2, , , mp p p" 线性无关。 

例 7 已知 n 阶方阵 A 的特征值为 1 2, , , nλ λ λ" ，对应的特征向量分别为 1 2, , , nx x x" ，

证明： 

（1）kA（k 为常数）的特征值为 1 2, , , mk k kλ λ λ" ，对应的特征向量为 1 2, , , nx x x" ； 

（2） mA （m 为正整数）的特征值为 1 2, , ,m m m
nλ λ λ" ，对应的特征向量为 1 2, , , nx x x" ； 

（3）当 A 为可逆时，
1A−
的特征值为

1 1 1
1 2, , , ,nλ λ λ− − −" 对应的特征向量为 1 2, , , nx x x" 。 

证明（1）由题设知 ( 1,2, , ),i i iAx x i nλ= = " 于是
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( ) ( ) ( ) ( ) ( 1,2, , )i i i i i ikA x k Ax k x k x i nλ λ= = = = " 。 

故 kA（k 为常数）的特征值为 1 2, , , nk k kλ λ λ" ，对应的特征向量为 1 2, , .nx x x"  

（2）由 ( 1,2, , )i i iAx x i nλ= = "  得

2 2

3 2 2 2 3

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) , ,

( ) ( ) ( )

i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i
m m m m m

i i i i i i i i

A x A Ax A x Ax x x

A x A A x A x Ax x

A x A A x A x Ax x

λ λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ− − −

= = = = =

= = = =

= = = =

"  

故
mA （m 为正整数）的特征值为 1 2, , , ,m m m

nλ λ λ" 对应的特征向量为 1 2, , , nx x x" 。 

（3）由 A 可逆， 1 2 0nA λ λ λ= ≠" 得 0( 1,2, , )i i nλ ≠ = " ，从而由等式 i i iAx xλ= 可

得
1 1 1( ) ( )i i i i iA Ax A x A xλ λ− − −= = ，即

1 1
i i iA x xλ− −= 。 

故
1A−
的特征值为

1 1 1
1 2, , , ,nλ λ λ− − −" 对应的特征向量为 1 2, , , nx x x" 。 

例 8  设 3 阶矩阵 A 的特征值为 1，-1，2，求
* 3 2A A E+ − 。 

解 因 A 的特征值全不为 0，知 A 可逆，故
* 1A A A−= ，而 1 2 3 2A λ λ λ= = − ， 

所以
* 13 2 2 3 2A A E A A E−+ − = − + − 。 

把上式记作 ( )Aϕ ，有
2( ) 3 2,ϕ λ λ
λ

= − + − 故 ( )Aϕ 的特征值为

(1) 1, ( 1) 3, (2) 3,ϕ ϑ ϕ= − − = − = 于是 | 2 2 | ( 1).( 3).3 9A A E∗ + − = − − =  

例 9  设 1 2λ λ和 是矩阵 A 的两个不同的特征值，对应的特征向量依次为 1 2 ,p p和 证明

1 2+p p 不是 A 的特征向量。 

证 证否定性的命题，常常用反证法。 

按题设，有 1 1 1 2 2 2, ,Ap p Ap pλ λ= = 故 1 2 1 1 2 2( ) ,+ = +A p p p pλ λ 于是

1 2 1 1 2 2( ) .p p p pλ λ λ+ = + 假设 1 2 ,p p+ 是 A 的特征向量，别应存在数λ，使

1 2 1 2( ) ( ),A p p p pλ+ = + 于是 1 2 1 1 2 2( ) ,p p p pλ λ λ+ = + 即 1 1 2 2( ) ( ) 0p pλ λ λ λ− + − = 因

1 2 ,λ λ≠ 由定理 2 知 1 2,p p 线性无关，故上式得 1 2 0,λ λ λ λ− = − = 即 1 2 ,λ λ= 与题设矛盾，

因此 1 2p p+ 不是 A 的特征向量。 

四、小结 
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1．特征值与特征向量的概念 

2．特征值与特征向量的求法 

3．作业 P138  5（1） ，（2）， 6，  9，   11 

 

§3 相似矩阵 

一、相似的概念 

定义 7 设 A，B 都是 n 阶阵，若有可逆矩阵 P，使
1p AP B− = ，则称 B 是 A 的相似矩

阵，或说矩阵 A 与 B 相似。对 A 进行运算
1p AP−

称为对 A 进行相似变换，可逆矩阵 P 称为

把 A 变成 B 的相似变换矩阵。 

二、相似矩阵的性质 

1、若 n 阶矩阵 A 与 B 相似，则 A B= 。 

证  由条件存在可逆矩阵 P ，使
1p AP B− = ，将上式两边取行列式，左边

= 1 1 1 1P AP P A P P P A P P A A | B− − − −= = = = = |=右边。 

2、若 n 阶矩阵 A 与 B 相似，则
TA 与

TB 也相似。 

证   由条件存在可逆矩阵 P，使
1p AP B− = ，将上式两边取转置， 

1 T T T 1 T T T T 1 T(P AP) P A (P ) P A (P ) B− − −= = =  

由
T T T 1 TP A (P ) B− = ，有

T T TB P A ,=T -1(P ) 由定义 BT与 AT相似，再由对称性可得 AT

与 BT也相似。 

3、若 n 阶矩阵 A 与 B 相似，且 A 可逆，则 B 也可逆，且 A-1与 B-1相似。 

证  因 A 可逆，所以 | A | 0≠ ，由性质 1  | B | | A | 0= ≠ ，故 B 也可逆，对
1P AP B− =  两

端取逆矩阵，即得
1 1 1P A P B− − −= ，故 A-1 与 B-1 相似。 

4、定理 3  若 n 阶矩阵 A 与 B 相似，则 A 与 B 的特征多项式相同，从而 A 与 B 的特

征值亦相同。 

证  由条件存在可逆矩阵 P，使
1P AP B,− = 故 

1 1 1 1 1

1 1

| B E | | P AP E | | P AP P ( E)P | | P (A E)P | | P || A E || P |
| P || P || A E | | P P || A E | | A E |

− − − − −

− −

− λ = −λ = − λ = −λ = −λ

= −λ = −λ = −λ
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思考  特征多项式相同的矩阵一定相似吗？ 

推论  若 n 阶矩阵 A 与对角矩阵 

1

2

n

λ⎛ ⎞
⎜ ⎟λ⎜ ⎟Λ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ⎝ ⎠

%
 

相似 ，则 1 2 n, , ,λ λ λ" 即是 A 的 n 个特征值。 

例 10   已知矩阵

1 a 1
A a 1 b

1 b 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

与

0 0 0
B 0 1 0

0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

相似，求 a 和 b 的值。 

解  相似矩阵有相同的行列式，故由
20 | B | | A | (b a)= = = − − ，可得 a=b，又相似矩阵

有相同的特征多项式，故由 | A E | | B E |−λ = −λ 可得
3 2 2 3 23 2 (1 a ) 3 2λ − λ + λ − = λ − λ + λ，

即得
22(1 a ) 2,a 0− = = ，所以 a b 0= = 。 

利用对角矩阵计算矩阵多项式 

○1 若
1A PBP−= ，则

k 1 1 1A (PBP )(PBP ) (PBP )− − −= "  

1 1 1 k 1PB(P P)B(P P) BP PB P− − − −= ="  

即若方阵 A 与 B 相似，则对任何正整数 k，Ak与 Bk 相似。 

○2 A 的多项式
n n 1

0 1 n 1 n(A) a A a A a A a E−
−ϕ = + + ="  

              n 1 n 1 1 1 1
0 1 n 1 na PB P a PB P a PBP a PEP− − − − −

−= + + +"  

              n n 1 1
0 1 n 1 nP(a B a B a B a E)P− −

−= + + + +"  

              1P (B)P−= ζ  

即若方阵 A 与 B 相似，则对任何多项式
n n 1

0 1 n 1 n(x) a x a x a x a−
−ϕ = + + + +" ，方阵

(A)ϕ ϕ与 (B)相似。 

特别地，若有可逆矩阵 P 使
1P AP− = Λ为对角矩阵，则

k k 1 1A P P , (A) P ( )P .− −= Λ ϕ = ϕ Λ 对于对角矩阵Λ，有 
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k
11

k
2k 2

k
nn

( )
( )

, ( )

( )

ϕ λ⎛ ⎞λ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ϕ λλ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Λ = ϕ Λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ϕ λλ ⎝ ⎠⎝ ⎠

%%
 

利用上述结论可以很方便地计算矩阵 A 的多项式 (A)ϕ 。 

○3 设 f ( )λ 是矩阵 A 的特征多项式，则 f (A) 0=  

证  只证 A 与对角矩阵相似情形，若 A 与对角矩阵相似，则存在可逆矩阵 P，使

1
1 nP AP diag( , , )− = Λ = λ λ" ，其中 iλ 为 A 的特征值，

1
if ( ) 0, A P P ,−λ = = Λ由 有 

1
1 1 1

n

f ( )
f (A) Pf ( )P P P POP 0

f ( )

− − −

λ⎛ ⎞
⎜ ⎟= Λ = = =⎜ ⎟
⎜ ⎟λ⎝ ⎠

%  

三、利用相似变换将方阵对角化 

对 n 阶方阵 A，若可找到可逆矩阵 P，使
1P AP− = Λ为对角阵，这就称为把方阵 A 对

角化。 

定理 4  n 阶矩阵 A 与对角矩阵相似（即 A 能对角化）的充分必要条件是 A 有 n 个线

性无关的特征向量。 

证  必要性  如果 A 与对角矩阵Λ相似，则存在可逆矩阵 P 使
1P AP− = Λ  

设 1 2 nP (x , x , , x )= " ，由AP P= Λ   有 

1

2
1 2 n 1 2 n

n

A(x , x , , x ) (x , x , , x )

λ⎛ ⎞
⎜ ⎟λ⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ⎝ ⎠

" "
%

 

可得     i i iAx x (i 1,2, , n)= λ = "  

因为 P 可逆，有 | p | 0≠ ，所以 ix (i 1, 2, , n)= " 都是非零向量，因而 1 2 nx , x , , x" 都是

A 的特征向量，并且这 n 个特征向量线性无关。 

充分性  设 1 2 nx , x , , x" 为 A 的 n 个线性无关特征向量，它们所对应的特征值依次为

1 2 n, , ,λ λ λ" ，则有 i i iAx x (i 1,2, , n)= λ = " 令 1 2 nP (x , x , , x )= " ，因为 1 2 nx , x , , x" 线

性无关，所以 P 可逆 
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1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n nAP A(x , x , , x ) (AX ,AX , ,AX ) ( X , X , , X )= = = λ λ λ" " "  

1

2
1 2 n

n

(x , x , , x ) P

λ⎛ ⎞
⎜ ⎟λ⎜ ⎟= = Λ
⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ⎝ ⎠

"
%

 

用
1p−
左乘上式两端得

1P AP− = Λ即矩阵 A 与对角矩阵 A 相似。 

推论  如果 n 阶矩阵 A 的 n 个特征值不相等，则 A 与对角矩阵相似。 

注  A 有 n 个相异特征值只是 A 可化为对角矩阵的充分条件而不是必要条件。如果 A

的特征方程有重根，此时不一定有 n 个线性无关的特征向量，从而 A 不一定能对角化，但

如果能找到 n 个线性无关的特征向量，A 还是能对角化，例如在例 5 中 A 的特征方程有重

根，找不到 3 个线性无关的特征向量，因此例 5 中的 A 不能对角化；而在例 6 中 A 的特征

方程也有重根，但能找到 3 个线性无关的特征向量，因此例 2 中的 A 能对角化。 

例 11  设

0 0 1
A 1 1 x ,

1 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

问 x 为何值时，矩阵 A 能对角化？ 

解  2

0 1
1

| A E | 1 1 x (1 ) ( 1) ( 1)
1

1 0

−λ
−λ

−λ = −λ = −λ = − λ − λ +
−λ

−λ
， 

得 1 2 31, 1λ = − λ = λ = 。 

对应单根 1 1λ = − ，可求得线性无关的特征向量恰有 1 个，故矩阵 A 可对角化的充分必要

条件是对应重根 2 3 1λ = λ = ，有 2 个线性无关的特征向量，即方程 (A E)x 0− = 有 2 个线

性无关的解，亦即系数矩阵 A-E 的秩R(A E) 1− = 。 

由

1 0 1 1 0 1
A E 1 0 x 0 0 x 1

1 0 1 0 0 0

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r

～  

要 R(A E) 1− = ，得 x 1 0+ = ，即 x 1= − ，因此，当 x 1= − 时，矩阵 A 能对角化。 

四、小结 

1、相似矩阵的性质见正交 

2、相似变换与相似变换矩阵 
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相似变换是对方阵进行的一种运算，它把 A 变成
1P AP−

，而可逆矩阵 P 称为进行这一

变换的相似变换矩阵。这种变换的重要意义在于简化对矩阵的各种运算，其方法是先通过相

似变换，将矩阵变成与之等价的对角矩阵，再对对角矩阵进行运算，从而将比较复杂的矩阵

运算转化为比较简单的对角矩阵的运算。 

五、作业   P138，13，14，15，18 

§4 对称矩阵的对角化 

上节介绍了方阵 A 满足一定的条件才存在可逆阵 P，使
1P AP−

为对角阵，有一类特殊

方阵——实对称阵，一定存在正交阵 P，使
1P AP−

为对角阵，正交阵一定可逆，可逆阵不一

定是正交阵。显然，当条件由方阵加强到实对称阵，结论也从两方面加强，一是实对称阵一

定可对角化；二是相似变换阵由可逆阵加强到正交阵，其原因是实对称阵的特征值和特征向

量有其特殊的性质。 

本节所提到的对称矩阵，除特别说明外，均指实对称矩阵， 

一、对称矩阵的性质 

定理 5  对称矩阵的特征值为实数 

证    设复数 λ 为对称矩阵 A 的特征值，复向量 x 为对应的特征向量，即

Ax x, x 0= λ ≠ 。 

同
−

λ 表示 λ 的共轭复数， x
−

表示 x 的共轭复向量，A 为实矩阵，有 A A
−

= 则

A x A x Ax x x
− − − − − − −

= = = λ = λ ，于是有 

T T T Tx Ax x (Ax) x x x x
−

− − −= = λ = λ  

及

T
T T T T Tx Ax (x A )x (A x) x ( x) x x x
− − − − − −

−= = = λ = λ 。 

将上面两式相减，得
T( ) x x 0
−−

λ −λ =  

但因 x 0≠ ，所以
n n

T 2
i i i

i 1 i 1
x x X X | X | 0
− −

= =

= = ≠∑ ∑ 。 

故 0,
−

λ −λ = 即
−

λ = λ，这说明λ是实数 

注   当特征值 iλ 为实数时，齐次线性方程组 i(A E)x 0−λ = 是实系数方程组，由

i(A E)x 0−λ = 知必有实的基础解系，所以对应的特征向量可以取实向量，即对称矩阵的特
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征向量为实向量。 

定理 6   设 1 2,λ λ 是对称矩阵 A 的两个特征值， 1 2p , p 是对应的特征向量，若 1 2λ ≠ λ ，

则 1 2p p与 正交。 

证 1 1 1 2 2 2 1 2P AP , P AP ,λ = λ = λ ≠ λ  

因 A 对称，故
T T T T T

1 1 1 1 1 1 1P ( P ) (AP ) P A P Aλ = λ = = = ，于是

T T T T
1 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2P P P AP P ( P ) P Pλ = = λ = λ ，即

T
1 2 1 2( )P P 0λ −λ = ，但 1 2λ ≠ λ ，故

T
1 2P P 0= ，

即 1 2P P与 正交。 

定理 7  设 A 为 n 阶对称阵，则必有正交阵 P，使
1 TP AP P AP− = = Λ，其中Λ是以 A

的 n 个特征值为对角元的对角阵。 

证明  略 

推论  设 A 为 n 阶对称阵 ，λ是 A 的特征方程的 K 重根，则矩阵A E−λ 的秩

R(A E) n k−λ = − ，从而对应特征值λ恰有 K 个线性无关的特征向量。 

证  按定理 7 知对称阵 A 与对角阵 1 ndiag( , , )Λ = λ λ" 相似，从而

1 nA E E diag( , , )−λ Λ −λ = λ −λ λ −λ"与 相似，当λ是 A 的 k 重特征根时， 1 n, ,λ λ" 这

n 个特征值中有 k 个等于λ，有n k− 个不等于λ，从而对角阵 EΛ −λ 的对角元恰有 k 个等

于 0，于是R( E) n kΛ−λ = − ，而R(A E) R( E)−λ = Λ −λ ，所以R(A E) n k−λ = − 。 

二  利用正交矩阵将对称矩阵对角化举例 

例 12  设

0 1 1
A 1 0 1

1 1 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，求一个正交矩阵 P，使
1P AP− = Λ为对角阵。 

解  由 2

1 1
| A E | 1 1 ( 1) ( 2)

1 1

−λ −
−λ = − −λ = − λ − λ +

−λ
，求得 A 的特征值为

1 2 32, 1λ = − λ = λ = 。 

对应 1 2λ = − ，解方程 (A 2E)x 0= = ，由 
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2 1 1 1 0 1
A 2E 1 2 1 0 1 1

1 1 2 0 0 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r

～ ，得基础解系 1

1
1

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟ξ = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，将 1ξ 单位化，得

1

1
1P 1
3 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

对应 2 3 1λ = λ = ，解方程 (A E)x 0− = ，由 

r
1 1 1 1 1 1

A E 1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

～ ，得基础解系 2 3

1 1
1 , 0
0 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ξ = ξ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

将 2 3,ξ ξ 正交化；取 2 2η = ξ ， 

[ ]3 3
3 3 22

2

1 1 1
, 1 10 1 1

2 2
1 0 2

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
η ξ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟η = ξ − η = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟η ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

再将 2 3,η η 单位化，得 2 3

1 1
1 1P 1 , P 1
2 60 2

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

将 1 2 3P ,P ,P 构成正交矩阵， 1 2 3P (P ,P ,P )= ， 

有      1 T

2 0 0
P AP P AP 0 1 0

0 0 1

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = Λ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

例 13  设
2 1

A
1 2

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

，求
nA 。 

解  因 A 对称，故 A 可对角化，即有可逆矩阵 P 及对角阵Λ，使
1P AP− = Λ，于是

1A P P−= Λ ，从而
n n 1A P P−= Λ 。 

由
22 1

| A E | 4 3 ( 1)( 3)
1 2
−λ −

−λ = = λ − λ + = λ − λ −
− −λ

， 

得 A 的特征值 1 21, 3λ = λ = ，于是
n

n

1 0 1 0
,

0 3 0 3
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

Λ = Λ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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对应 1 1λ = ，由 1

1 1 1 1 1
A E ,

1 1 0 0 1
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− = ξ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r

～ 得 ； 

对应 2 3λ = ，由 2

1 1 1 1 1
A 3E ,

1 1 0 0 1
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− = ξ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r

～ 得  

并有 1 2

1 1
P ( , )

1 1
⎛ ⎞

= ξ ξ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
，再求出

1 1 11P
1 12

− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

，于是 

n n
n n 1

n n n

1 1 1 0 1 1 1 3 1 31 1A P P
1 1 0 3 1 12 2 1 3 1 3

− ⎛ ⎞+ −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= Λ = = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − − +⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

三、 小结 

1、对称矩阵的性质； 

（1）特征值为实数； 

（2）属于不同特征值的特征向量正交； 

（3）特征值的重数和与之对应的线性无关的特征向量的个数相等； 

 （4）必存在正交矩阵，将其化为对角矩阵，且对角矩阵对角元素即为特征值。 

2、将对称矩阵化为对角阵的步骤 

（1）求出 A 的全部互不相等的特征值 1 s, ,λ λ" ，它们的重数依次为

1 s 1 sk , , k (k k n)+ + =" " ； 

（2）对每个 ik 重特征值 iλ ，求方程 i(A E)x 0−λ = 的基础解系，得 ik 个线性无关的特

征向量。再把它们正交化，单位化，得 ik 个两两正交的单位特征向量，因为 1 sk k n+ + =" ，

故总共可得 n 个两两正交的单位特征向量。 

（3）把这 n 个两两正交的单位特征向量构成正交矩阵 P，便有
1 TP AP P AP− = = Λ，其

中Λ中对角元的排列次序应与 P 中列向量的排列次序相对应。 

四、作业    P139  、16（1）、17、20、24（1） 

§5   二次型及其标准形 

在平面解析几何中，我们已经知道，任一有心二次曲线的方程，经过坐标的平移变换后，

可化成形如
2 2ax 2bxy cy d+ + = 的方程。若要将它化成二次曲线的标准形式：

2 2/ /mx ny 1+ = ，还需要通过坐标的旋转变换消去 x，y 的乘积二次项。 
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这实际上就是将所谓二次型化为标准形的问题。一般来说，设 n 个变量的函数

1 2 nf (x , x , , x )" 满足
k

1 2 n 1 2 nf (tx , tx , , tx ) t f (x , x , , x )=" " ，则称 1 2 nf (x , x , , x )" 为 K

次齐次函数，例如 

2 2 2f (x, y, Z) ax by cz 2dxy 2exz 2fyz= + + + + +  

就是关于 x, y, Z的二次齐次函数，或称它为二次齐次多项式。下面只讨论系数为实数的

含 n 个变量的二次齐次多项式——实二次型问题。 

一、二次型及其标准形的概念 

定义 8  含有 n 个变量 1 2 nx , x , , x" 的二次齐次函数 

2 2 2
1 2 n 11 1 22 2 nn n 12 1 2 13 1 3 n 1,n n 1 nf (x , x , , x ) a x a x a x 2a x x 2a x x 2a x x− −= + + + + + +" " "

称为二次型， ija (i, j 1, 2, , n)= " 为实数，则 f 为实二次型，若 ija 为复数，称 f 为复二次型。 

只含有平方项的二次型
2 2 2

1 1 2 2 n nf k y k y k y= + +" 称为二次型的标准形（或法式）。 

如果标准形的系数 1 2 nk , k , , k" 只在1, 1,0− 三个数中取值，

2 2 2 2
1 p p 1 rf y y y y+= + − − −" " ，称为二次型的规范形。 

二、 二次型的表示方法 

1、和号表示 

对二次型
2 2

1 2 n 11 1 nn n 12 1 2 n 1,n n 1 nf (x , x , , x ) a x a x 2a x x 2a x x− −= + + + + +" " " ，取

ji ija a= ，则 ij i j ij i j ij j i2a x x a x x a x x= + ，于是
n

ij i j
i, j 1

f a x x
=

= ∑ 。 

2、矩阵表示 

用和号表示二次型虽然简单，但不便于研究，为了利用矩阵运算讨论二次型，需要将二

次型用矩阵表示。 

11 1n 1

1 n

n1 nn n

a a x
f (x , , x )

a a x

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

"
" " " " #

"
 

记

11 1n 1

n1 nn n

a a x
A , x

a a x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
" " " #

"
， 
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则二次型可记作
Tf x Ax= ，其中 A 为对称矩阵。 

在二次型的矩阵表示中，矩阵 A 是由 f 的系数所确定的，由于 f 的系数满足

ij jia a i, j 1, 2, , n= = " ，所以二次型的矩阵 A 是对称矩阵。任给一个二次型，就唯一地

确定一个对称矩阵，反之，任一对称矩阵 A 对应唯一的二次型 f，因此 

↔
一一对应

二次型f 对称矩阵A  

称 f 为对称矩阵 A 的二次型，称 A 为二次型 f 的矩阵，称 A 的秩为二次型 f 的秩。 

例 14  将二次型
2 2f (x, y) ax 2bxy cy= + + 用矩阵表示 

解  因为 11 22 12 21a a,a c,a a b= = = = ， 

所以
a b x

f (x, y) (x y)
b c y
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

注  二次型 f 的矩阵 A 一定是对称矩阵。也只有 A 为对称矩阵，二次型的矩阵表示

Tf x Ax= 才是唯一的。如 

2 2 a 2b x
f (x, y) ax 2bxy cy (xy)

3b c y
⎛ ⎞⎛ ⎞

= + + = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

"  

都不是二次型的矩阵表示。 

例 15  写出矩阵

1 1 1 0
1 2 0 0

A
1 0 4 0

0 0 0 1

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

所对应的二次型 

解  2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 1 3f (x , x , x , x ) x 2x 4x x 2x x 2x x= + + − − −  

三、化二次型为标准形 

对于二次型，我们讨论的主要问题是：寻求可逆的线性变换，将二次型化为标准形。 

设

1 11 1 1n n

ij

n n1 1 nn n

x c y c y
, c (c )

x c y c y

= + +⎧
⎪ =⎨
⎪ = + +⎩

"
""""""""

"
记  

则上述可逆线性变换可记作 x cy= ，将其代入
Tf x Ax= ，有  

T T T Tf x Ax (cy) A(cy) y (c Ac)y= = =  
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定义 9   设 A 和 B 是 n 阶矩阵，若有可逆矩阵 C，使
TB c Ac= ，则称矩阵 A 与 B

合同。 

命题 若 A 为对称阵，则
TB c Ac= 也为对称阵，且R(B) R(A)= 。 

证  A 为对称矩阵，即有
TA A= ，于是 

T T T T TB (c Ac) c A c c Ac B= = = = ，即 B 为对称矩阵。 

又因为
TB c Ac= ，而 c 可逆，从而

Tc 也可逆，由矩阵秩的性质知R(B) R(A)= 。 

注  1  二次型经可逆变换 x cy= 后，其秩不变，但 f 的矩阵由 A 变为
TB c Ac= 。 

2 要使二次型 f 经可逆变换 x cy= 变成标准形，就是要使

1 1
T T 2 2

1 1 n n 1 n

n n

k y
y c Acy k y k y (y , y )

k y

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= + = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

" " % #  

也就是要使
Tc Ac成为对角矩阵。 

由于任给实对称矩阵 A，总有正交矩阵 P，使
1P AP− = Λ，即

TP AP = Λ，把此结论应

用于二次型，即有 

定理 8  任给二次型
n

ij i j ij ji
i, j 1

f a x y (a a )
=

= =∑ ，总有正交变换 x py= ，使 f 化为标准形

2 2
1 1 n nf y y= λ + + λ" ， 

其中 1 n, ,λ λ" 是 f 的矩阵 ijA (a )= 的特征值。 

推论  任给 n 元二次型
T Tf (x) x Ax(A A)= = ，总有可逆变换 x cz= ，使 f (cz)为规

范形。 

记  按定理 8  有 T 2 2
1 1 n nf (py) y y y y= Λ = λ + + λ" ，设二次型 f 的秩为 r，则特征

值 iλ 中恰有 r 个不为 0，不妨设 1 r, ,λ λ… 不等于 0， r 1 n 0+λ = = λ ="  

令

1

n

k
k

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

% 其中 ii

1 , i r
| |k
1 i r

⎧ ≤⎪ λ= ⎨
⎪ >⎩

 

则 K 可逆，变换 y kz= 把 f (py)化为
T T T T Tf (pkz) z k p Apkz z k kz= = Λ ，而 
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T 1 r

1 r

k k diag , , ,0, ,0
| | | |
⎛ ⎞λ λ

Λ = ⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠
" "  

记 c pk= ，即知可逆变换 x cz= 把 f 化成规范形 

2 21 r
1

1 r

f (cz) z zr
| |

λ λ
= + +
λ λ

" 。 

利用正交变换化二次型为标准形，具有既保持二次型的类型不变，又保持几何形状不变

的优点，下面举例介绍利用正交变换化二次型为标准形的方法。 

例 16  求一个正交变换 x py= ，把二次型 

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3f x 2x 2x 4x x 4x x 8x x= − − − + + 化为标准形 

解  二次型的矩阵为

1 2 2
A 2 2 4

2 4 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

由
2

1 2 2
| A E | 2 2 4 ( 2) ( 7)

2 4 2

−λ −
−λ = − − −λ = − λ − λ +

− −λ
 

求得 A 的特征值为 1 2 32, 7λ = λ = λ = −  

当 1 2 2λ = λ = 时，解方程 (A 2E)x 0− = ，由 

1 2 2 1 2 2
A 2E 2 4 4 0 0 0

2 4 4 0 0 0

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r

～  

得基础解系 1 2

2 2
1 , 0
0 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ξ = ξ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

将其正交化  
[ ]
[ ]

1 2
1 1 2 2 1

1 1

2
52 2 2

, 4 41 , 0 1
5 5

0 1 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟
η ξ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟η = ξ = η = ξ − η = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟η η⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 



22 22

再单位化   1 2
1 2

1 2

22
3 552

1 5 4 4p 1 , p
3 55 3 50 1 5

3 5

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎛ ⎞ ⎜ ⎟

η η ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟η η⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

当 3 7λ = − 时，解方程 (A 7E)x 0+ =  

由

11 08 2 2 2
A 7E 2 5 4 0 1 1

2 4 5 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ = − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r

～  

得基础解系 3

1
2
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟ξ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

，再单位化 3

1
31

1 2p 2
3 3

2 2
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

令 1 2 3

2 2 1
35 3 5

1 4 2p (p , p ,p )
35 3 5

5 20
33 5

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

则 P 必为正交矩阵，于是正交变换为 

1 1

2 2

3 3

x y
x p y
x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

且有 2 2 2
1 2 3f 2y 2y 7y= + −  

四、小结 

1、用正交变换化二次型为标准形的步骤； 

（1）写出二次型 f 的矩阵； 

（2）求出 A 的所有特征值 1 2 n, , ,λ λ λ" ； 
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（3）求出对应于特征值的特征向量 1 2 n, , ,ξ ξ ξ" ； 

（4）将特征向量 1 2 n, , ,ξ ξ ξ" 先正交化后单位化，得 1 2 np , p , , p" ，记

1 2 np (p ,p , , p )= " ； 

（5）作正交变换 x py= ，则得二次型 f 的标准形 

2 2 2
1 1 2 2 n nf y y y= λ + λ + + λ" 。 

2、二次型化为标准形，除了正交变换外，还有多种方法（对应有多个可逆的线性变换）。

下一节将介绍另一种方法——拉格朗日配方法。 

五、作业  P140、25（3）、26（2）、27（2）、28 

 

§6  用配方法化二次型成标准形 

用拉格朗月配方法化二次型为标准形的要点是利用和的平方公式和两数平方差公式逐

步消去非平方项并构造新平方项。  

拉格朗日配方法在化实二次型为标准形的过程中会遇到两种情况：  

（1）如果二次型中至少有一个平方项，不妨设 011 ≠a ，则对所有含 1x 的项配方（经

配方后其余各项不再含 1x ），再对剩下的 n-1 个变量同样进行，直到每一项都化为平方项，

引入新变量即得标准形。 

（2）如果二次型中不含平方项，只有混合项，不妨设 012 ≠a ，则可作可逆变换： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
+=
−=

),,3(
212

211

nkyx
yyx
yyx

kk "
 

使二次型中出现
2
212

2
112 yaya − ，再按情形（1）的方法配方。 

例 17  用配方法化二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3f x 3x 6x 4x x 4x x 10x x= + + − − +  

成标准形,并求所用的变换矩阵。 

解    由于 f 中含变量 1x 的平方项，所以先把含 1x 的各项集中，配方可得 

2
332

2
2

2
321

32
2
32

2
32

2
32132

2
1

32
2
3

2
23121

2
1

22)22(

1063)(4])(4)(4[

1063)44(

xxxxxxx

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxf

++−−−=

++++−+++−=

+++−−=
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继续对 2x 进行配方得 

2
3

2
32

2
321

2
3

2
332

2
2

2
321

3)()22(

3)2()22(

xxxxxx

xxxxxxxxf

+−−−−=

++−−−−=
 

令

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

−−=

33

322

3211 22

xy
xxy

xxxy
      即

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=

++=

33

322

3211 42

yx
yyx

yyyx
 

则二次型 f 的标准形为
2
3

2
2

2
1 3yyyf +−=  

所用的变换矩阵为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
110
421

c      )01|(| ≠=c  

例 18  用配方法化二次型  3231212 xxxxxxf −−= 成标准形，并写出所作的可逆线

性变换。 

解   由于二次型 f 中不含平方项，但含有 212 xx ，所以先作下面的可逆线性变换： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+=

33

212

211

yx
yyx
yyx

       即
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3

2

1

3

2

1

100
011
011

y
y
y

x
x
x

 

代入可得   2
3

2
2

2
3131

2
2

2
1 2

12)
2
1(2222 yyyyyyyyf −−−=−−=  

令

1 1 3

2 2

3 3

1z y y
2

z y
z y

⎧ = −⎪
⎪

=⎨
⎪ =⎪
⎩

   即

1 1 3

2 2

3 3

1y z z
2

y z
y z

⎧ = +⎪
⎪

=⎨
⎪ =⎪
⎩

  或
1 1

2 2

3 3

11 0y z2
y 0 1 0 z
y 0 0 1 z

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

则二次型 f 的标准形为
2 2 2
1 2 3

1f 2z 2z z
2

= − −  

所作的可逆线性变换为 

1
1 1

2
2 2

3
3 3

11 1 1x 1 0 21 1 0 z z2x 11 1 0 0 1 0 z 1 1 z
x 2

0 0 1 0 0 1 z z0 0 1

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

≠−=− 02

100
2
111
2
111

 

小结  将一个二次型化为标准形，可以用正交变换法，也可以用配方法，或者其它方法，

这取决于问题的要求。如果要求找出一个正交矩阵，则应使用正交变换法；如果只需要找出

一个可逆的线性变换，那么各种方法都可以使用。正交变换法的好处是有固定的步骤，可以

按部就班一步一步地求解，但计算量通常较大；如果二次型中变量个数较少，使用配方法比

较简单。注意使用不同的方法，所得到的标准形可能不相同，但标准形中含有的项数必定相

同，项数等于所给二次型的秩。 

作业 P140   30（1）  31 

§7  正定二次型 

在实二次型中，正定二次型占有特殊的位置，它在数学物理等问题中应用极广。 

一、惯性定理 

定理9（惯性定理）设有二次型
Tf x Ax= ，它的秩为 r，有两个可逆变换 x cy= 及 x PZ=  

使
2 2 2

1 1 2 2 ( 0)r r if k y k y k y k= + + + ≠" ， 

及
2 2 2

1 1 2 2 ( 0)= + + + ≠" r r if z z zλ λ λ λ ， 

则 1, rk k" 中正数的个数与 1, , rλ λ" 中正数的个数相等。 

证明   略 

注 惯性定理告诉我们，二次型的标准形中非零平方项的个数由秩 r 唯一确定，且正项

个数（称为 f 的正惯性指数）与负项个数（称为 f 的负惯性指数）也唯一确定，与所作的可

逆线性变换无关。惯性定理反映了实二次型的本质特征。 

二  正（负）定二次型及其判定 

定义 10  设有二次型 ( ) Tf x x Ax= ，如果对任何 0x ≠ ，都有 ( ) 0f x > ，则称 f 为正

定二次型，并称对称矩阵 A 是正定的，记作 0A > ；如果对任何 0≠x 都有 ( ) 0f x < ，则称

f 为负定二次型，并称对称矩阵 A 是负定的，记作 0A < 。 

定理 10  二次型
Tf x Ax= 为正定的充分必要条件是：它的标准形的 n 个系数全为正，



26 26

即它的正惯性指数等于 n。 

证  设可逆变换
2

1
( ) ( )

n

i i
i

x cy f x f cy k y
=

= = =∑使  

（充分性）设
10( 1, , ), 0, 0ik i n x y c x−> = ≠ = ≠" 任给 则 ，故 

2

1
( ) 0

n

i i
i

f x k y
=

= >∑ 。 

（必要性）用反证法。当设有 0,sk ≤ 则当 sy e= （单位坐标向量）时， ( ) 0s sf ce k= ≤ ，

显然 0sce ≠ ，这与 f 正定相矛盾，所以 0( 1, )ik i n> = " 。 

推论  对称矩阵 A 为正定的充分必要条件是：A 的特征值全为正。 

定理 11  对称矩阵 A 为正定的充分必要条件是：A 的各阶主子式都为正，即 

11 1
11 12

11
21 22

1

0, 0, , 0
n

n nn

a a
a a

a
a a

a a
> > >

"
" # #

"
； 

对称矩阵 A 为负定的充分必要条件是：奇数阶主子式为负，而偶数阶主子式为正，即

11 1

1

( 1) 0 ( 1, 2, )
r

r

r rr

a a
r n

a a
− > =

"
# # "

"
。 

这个定理称为霍尔维茨定理，因证明比较繁，此处不证。 

例 19  判别二次型
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 5 5 4 4 8f x x x x x x x x x= + + + − − 的正定性。 

解法一  利用“二次型
Tf x Ax= 为正定的充要条件是对称矩阵 A 的特征值全大于 0”

的结论。 

 

二次型 f 的矩阵

2 2 2
2 5 4
2 4 5

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

解 特征方程
2

2 2 2
| | 2 5 4 ( 1) ( 10) 0

2 4 5
A E

λ
λ λ λ λ

λ

− −
− = − − = − − =

− − −
 

得 A 的特征值为 1 2 31, 10λ λ λ= = = ，所以 f 为正定二次型。 
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解法二  利用“二次型
Tf x Ax= 为正定的充要条件是对称矩阵 A 的各阶顺序主子式全

大于 0”的结论。 

因为
11 12

21 22

2 2 2
2 2

| | 2 0, 6 0,| | 2 5 4 10 0
2 5

2 4 5
n

a a
a A

a a

−
= > = = > = − = >

− −
， 

所以 f 为正定二次型。 

例 20  设 ij nxnA (a )= 是正定矩阵，试证明： 

（1） iia 0(i 1, , n)> = " ； 

（2） 1A−
为正定矩阵； 

（3） mA （m 为正整数）为正定矩阵。 

证   设 1 2 n, , ,λ λ λ" 是 矩 阵 A 的 特 征 值 ， 因 A 为 正 定 矩 阵 ， 所 以

i 0(i 1, 2, , n)λ > = >" 且|A| 0  

（1）对任何 x 0≠ 有
Tx Ax 0> ，取 ix e= ，其中 ie 是第 i 个分量为 1 其余分量为 0 的

n 维列向量，则
T

ii i ia e Ae 0(i 1,2, , n)= > = " 。 

（2） 1A−
是实对称矩阵，且其特征值为

i

1 0(i 1,2, , n),> =
λ

" 所
1A−
是正定矩阵。 

（3） mA 为实对称矩阵，且其特征值
m
i 0(i 1,2, , n)λ > = " ，所以

mA 为正定矩阵。 

正定二次型有着明显的几何意义，当 f (x, y)为二维的正定二次型时，它可由可逆线性

变换 P 化为系数全为正的标准形，于是 f (x, y) c(c 0)= > 的图形是以原点为中心的椭圆。

当把 C 看作任意常数时则是一族椭圆，这族椭圆随着 C 减小且趋于零而收缩到原点，当 f

为三维正定二次型 f (x, y, z) c(c 0)= > 的图形是一族椭球。 

三 、小结 

正定二次型（正定矩阵）的判别方法： 

1．根据二次型 f 正定的定义证明；即证明
Tf (x) x Ax 0(x 0)= > ≠ 。 

2．计算二次型矩阵 A 的特征值，若全为正，则 f 正定；若全为负，则 f 负定。 
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3．化二次型 f 为标准形，若标准形中系数全为正，则 f 正定；若标准形中系数全为负，

则 f 负定。 

4．计算二次型矩阵 A 的各阶顺序主子式，若全为正，，则 f 正定；若奇数阶为负，偶

数阶为正，则 f 负定。 

四、作业 P140  32（1）， 33 

 

第五章  相似矩阵及二次型    习题课 

一、本章知识点结构图 

⎧ ⎧
⎪ ⎪

⎨⎪
⎪⎪ ⎩⎪

⎪ ⎧
⎪ ⎪

⎨⎪
⎨ ⎪

⎩⎪
⎪ ⎧⎪ ⎨⎪ ⎩
⎪

⎧⎪
⎨⎪
⎩⎩

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

⎧
⎨
⎩

向量内积的定义及性质

向量的内积 施密特正交化

正交矩阵

定义

特征值与特征向量 性质
矩阵的特征值

求法

相似矩阵及性质
矩阵对角化

对角化的条件及方法

实对称矩阵的性质
实对称矩阵对角化

用正交矩阵将对称矩阵对角化

二次型的定义

二次型的矩阵表示 二次型与对称矩阵

合同矩阵的定义

正交变换法
二次型 二次型化标准形

配方法

类型:正定,负定

二次型的分类 正定矩

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ ⎧⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪⎪ ⎨⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎧⎪⎪ ⎪⎪ ⎨⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩⎩⎩

阵的性质

二次型正定及负定的判别方法

 

 

二、学习要点 

本章的概念、定理及涉及的方法比较多，施密特正交化过程；求方阵的特征值和特征向

量；矩阵的相似矩阵及对角化；化二次型为标准形；二次型的正定性判定等是本章的重点。

本章的中心议题是对称矩阵的对角化问题，在学习时要掌握上面这些内容与中心议题的联

系。作为可对角化矩阵的应用是用正交变换化实二次型为标准形，它与实对称矩阵正交相似
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于对角矩阵是以两种形式出现的同一个问题。正定二次型是有广泛应用的一种特殊的二次

型，要掌握其判定方法。 

 

三、典型例题 

1．将线性无关向量组化为正交单位向量 

例 21 设 1

1
0

a
1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2

1
1

a
0
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 3

1
1

a
1
0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，试用施密特正交化过程把这组向量规范

正交化。 

解  取 1 1b a ;=  

2 1
2 2 12

1

3 1 3 2
3 3 1 22 2

1 2

1 1 1
1 0 3[a , b ] 2 1b a b ;

0 1 23 3b
1 1 1

1 1 1 1
1 0 3 3[a , b ] [a , b ] 2 2 1b a b b
1 1 2 33 15 5b b
0 1 1 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − = + + =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

再单位化 

31 2
1 2 3

1 2 3

1 1 1
0 3 3bb b1 1 1e ,e ,e
1 2 3b b b3 15 35

1 1 4

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

2、特征值与特征向量的求法 

例 22 求矩阵

2 8 6
A 4 10 6

4 8 4

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

的特征值与特征向量。 

解 A 的特征多项式为 
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2

2 8 6
| A E | 4 10 6 ( 2)

4 8 4

− −λ
−λ = − −λ = −λ λ −

− − −λ
 

所以 A 的特征值为 1 2 30, 2λ = λ = λ =  

当 1 0λ = 时，解方程 (A OE)x 0,− = 由  

2 8 6 1 0 1
A OE 4 10 6 0 1 1

4 8 4 0 0 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼  

得基础解系 1

1
P 1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

， 

所以 1 1kp (k 0) 0≠ λ =是对应于 的全部特征向量。 

当 2 3 2λ = λ = 时，解方程 (A 2E)x 0− = ，由 

4 8 6 2 4 3
A 2E 4 8 6 0 0 0

4 8 6 0 0 0

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼  

得基础解系 2 3

2 3
P 1 , P 0

0 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

所以 1 2 2 3k p k P+ 是对应于 2 3 2λ = λ = 的全部特征向量（k1, k2 不全为零）。 

例 23 已知向量

1
x 1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

是矩阵

2 1 2
A 5 m 3

1 n 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

的一个特征向量，求参数 m，n

和特征向量 x 对应的特征值。 

解  设 0λ 为特征向量 x 对应的特征值，则 0Ax x= λ ，即 

0 0

2 1 2 1 1
Ax 5 m 3 1 x 1

1 n 2 1 1

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = λ = λ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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于是

0 0

0

0

1 1
2 m , m 3

n 0n 1

λ = − λ = −⎧ ⎧
⎪ ⎪+ = λ = −⎨ ⎨
⎪ ⎪ =+ = −λ⎩ ⎩

可得  

 

3、关于特征值和特征向量的其它问题 

例 24  设方阵 A 满足 A2=A，试证 A 的特征值为 0 或 1。 

证  设Ax x, x 0= λ ≠ 是对应于特征值λ的特征向量。则
2 2x Ax A x xλ = = = λ ，从而

有
2( )x 0λ −λ = ，但 x 0≠ ，于是 ( 1) 0λ λ − = ，故 1 0λ = λ =或 。 

例 25   设 A 为 n 阶方阵，且
TA A E,| A | 0= < 证明-1 是 A 的一个特征值。 

证  这里 A 是正交矩阵。为证-1 是 A 的特征值，只要证明|A+E|=0 即可。 

由 ATA=E 得|AT||A|=|E|=1，即|A|2=1。根据|A|<0 知|A| = -1。又因为 

|A+E| = |A+ATA| = |(E+AT)A| = |E+AT||A| = -|(A+E)T| = -|A+E| 

所以|A+E| = 0，故-1 是 A 的一个特征值。 

例 26 设 3 阶方阵 A 的特征值为 1，-1，2，B = A3-5A2 

（1）求 B 的特征值及其相似矩阵； 

（2）求|B|及|A-5E|。 

解（1）因为 A 的特征值为 1，-1，2，所以存在可逆矩阵 P，使 

1 1

1 1
P AP 1 , A P 1 P

2 2

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 3

2 2 1 3 3 1

2 3

1 1
A P ( 1) P ,A P ( 1) P

2 2

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

于是

3 2

3 2 3 1 2 1

3 2

1 1
B A 5A P ( 1) P 5P ( 1) P

2 2

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= − = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

上式左乘 P-1，右乘 P，得 

3 2

1 3 2

3 2

1 1 4
P BP ( 1) 5 ( 1) 6

2 2 12

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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故 B 的特征值为-4，-6，-12，其相似矩阵为 

4
6

12

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

（2）根据特征值特征向量性质，|B| = （-4）·（-6）·（-12）= -288 

又因 | E A | ( 1)( 1)( 2), 5 | 5E A | 72λ − = λ − λ + λ − λ = − =令 得  

所以|A – 5E| = (-1)3|5E-A| = -72 

4、利用正交变换将实对称矩阵化为对角矩阵 

例 27  设

0 2 0
A 2 3 0

0 0 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，求一个正交矩阵 P，使
1P AP− = Λ为对角矩阵。 

解（1）求出 A 的特征值 

2 2

2 0
| A E | 2 3 0 (4 )( 3 4) ( 4) ( 1)

0 0 4

−λ
−λ = −λ = −λ λ − λ − = − λ − λ +

−λ
 

从而求得特征值为 1 2 34, 1λ = λ = λ = −  

（2）求出 A 的三个正交单位特征向量 

当 1 2 4λ = λ = 时，由

1

2

3

4 2 0 x 0
2 1 0 x 0
0 0 0 x 0

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，求得基础解系 1 2

1 0
x 2 , x 0

0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

由于 x1，x2恰好正交，单位化即得两个正交单位特征向量 1 2

1 0
1P 2 , P 0
5 0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

当 3 1λ = − 时，由

1

2

3

1 2 0 x 0
2 4 0 x 0
0 0 5 x 0

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

求得基础解集 3

2
x 1

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，单位向量取

3

2
1P 1
5 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（3）求出正交矩阵 P，使 A 对角化。 
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取正交矩阵 1 2 3

1 20
5 5

2 1P (P ,P ,P ) 0
5 5

0 1 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则必有
1 T

4
P AP P AP 4

1

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

注  对于特征值有重根的情形，如果相应于为 r 重根的特征值，所求得的基础解系的 r

个向量不正交，则只要将此基础解系正交规范化，即可得到 r 个两两正交的单位特征向量。 

如例 27 中对应于 4λ = ，可求得另一个基础解系 1

1
2
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟ξ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2

1
2

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟ξ = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

取 1 2η = ξ ，

[ ]
[ ]

2 1
2 2 1

1 1

1
31 1

, 4 22 2
, 6

1 1 5
3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟

ξ η −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟η = ξ − η = − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟η η ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 再 单 位 化 得

1 1 2 2
1 2

1 1
1 1 1 1P 2 , P 2

6 301 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= η = = η = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟η η⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

于是

1 1 2
6 30 5

2 2 1P
6 30 5

1 5 0
6 30

⎛ ⎞− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

可知仍有  1 T

4
P AP P AP 4

1

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

从例 27 中可以知道，使得
1P AP− = Λ为对角阵的正交矩阵 P 不唯一，且 P 列向量的次

序不同时，得到的对角矩阵也可以不同， 

5、化二次型为标准形 

例 28 已知二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3f (x , x , x ) 5x 5x cx 2x x 6x x 6x x= + + − + − 的秩为 2。 

（1）求参数 C； 
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（2）求一个正交变换 x py= ，把二次型 f 化为标准形。 

解（1）二次型 f 的矩阵为

5 1 3
A 1 5 3

3 3 c

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

3 2 3 1

2( 1) 1 2

x
12

r 3r r 6r

r r r

5 1 3 0 24 12 1 5 3
A 1 5 3 1 5 3 0 2 1

3 3 c 0 12 c 9 0 0 c 3
−

+ −

↔

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
1 2

1
r

r +5r

～ ～
  

因R(A) 2= ，所以 C=3 

（2）由

5 1 3
A E 1 5 3 ( 4)( 9)

3 3 3

−λ −
−λ = − −λ − = −λ λ − λ −

− −λ
 

求得 A 的特征位为 1 2 30, 4, 9λ = λ = λ =  

可求得对应的特征向量为 1 2 3

1 1 1
x 1 , x 1 , x 1

2 0 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

单位化  1 2 3

1 11
6 32

1 1 1P , P , P
6 2 3

02 1
6 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

于是正交变换为

1 1

2 2

3 3

1 1 1
6 2 3x y

1 1 1x y
6 2 3x y

2 10
6 3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

且有
2 2

2 3f 4y 9y= +  

例 29  用配方法化二次型
2 2 2

1 2 2 1 2 1 3 2 3f 2x 3x 3x 4x x 4x x 2x x= + − + + + 成标准形，

并求所用的变换矩阵。 

解 把含 X1的各项集中，配方可得 
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2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 3 2 3 2 3 1 2 3 2 2 3 3f (2x 4x x 4x x ) 3x 3x 2x x 2(x x x ) x 2x x 5x= + + + − + = + + + − −

继续对 X2 进行配方得 

2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 2 3 3 3 1 2 3 2 3 3f 2(x x x ) (x 2x x x ) 6x 2(x x x ) (x x ) 6x= + + + − − − = + + + − −

 

令

1 1 2 3 1 1 2 3

2 2 3 2 2 3

3 3 3 3

y x x x x y y 2y
y x x x y y
y x x y

= + + = − −⎧ ⎧
⎪ ⎪= − = +⎨ ⎨
⎪ ⎪= =⎩ ⎩

即  

则二次型 f 的标准形为
2 2 2

1 2 3f 2y y 6y= + −  

所用的变换矩阵为

1 1 2
c 0 1 1

0 0 1

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ( )c 1 0= ≠  

6、判断二次型的正定性 

例 30  参数 k 取何值时，f 是正定二次型 

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3f x 2x (1 k)x 2kx x 2x x= + + − + +  

解 二次型 f 的矩阵为

1 k 1
A k 2 0

1 0 1 k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

f A A⇔ ⇔正定 正定 的顺序主子式全大于零,故有  

2
1 2 3

1 k 1
1 k

A 1 0, A 2 k 0, A k 2 0 k(k 1)(k 2) 0
k 2

1 0 1 k
= > = = − > = = + − >

−
 

解上述不等式得 1 k 0,− < < 因此，当 1 k 0− < < 时，f 是正定二次型。 

 


