
 基本要求与学法指导  
矩阵  

一、理解矩阵的定义 ,掌握矩阵的性质及一些特殊矩阵 . 
矩阵是由 个数组成的一个 行 列的矩形表格,通常用大写字

母 表示,组成矩阵的每一个数,均称为矩阵的元素,通常用小

写字母 表示,其中下标 都是正整数,他们表示

该元素在矩阵中的位置.比如, 或 表示一个

矩阵,下标 表示元素 位于该矩阵的第 i行、第
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nm× ji、 ija j 列. 

元素全为零的矩阵称为零矩阵.  

特别地 ,一个  矩阵 ,也称为一个 维列向量;而一个 

矩阵 ,也称为一个 维行向量.  
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当一个矩阵的行数 m 与列数 相等时 ,该矩阵称为一个 阶方阵 .对
于方阵 ,从左上角到右下角的连线 ,称为主对角线 ;而从左下角到右上角

的连线称为付对角线 .若一个  阶方阵的主对角线上的元素都是 1,而

其余元素都是零 ,则称为单位矩阵 ,记为 ,即 :  .如一

个
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阶方阵的主对角线上（下）方的元素都是零 ,则称为下（上）三角

矩 阵 , 例 如 , 是 一 个 阶 下 三 角 矩 阵 , 而  

则是一个 阶上三角矩阵 . 
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二、理解矩阵与行列式的区别与联系 . 
矩阵与行列式是两个截然不同的概念 ,行列式的结果是一个确定

的数 ,其表现形式是 个数排成的 行 列 ,再用两条竖线夹起来 ,按照一

定的规律将这 个数进行运算得出一个具体的数 ;而矩阵仅仅是一个

矩形的数表 ,通常用圆括号“（）”或方括号“ [ ]”将矩形数表夹起来 . 

2n n n
2n

只有方阵才可取行列式 ,方阵与它的行列式是紧密相关的 . 
三、理解逆矩阵的概念极其存在条件,掌握矩阵求逆的方法与伴随

矩阵: 

 定义 1 设 阶矩阵 若存在同阶矩阵n A B ,使 EBAAB == ,则称 为可

逆矩阵,

A

B为 的逆矩阵,简称为 的逆,记为A A 1−= AB .  

如果是 可逆矩阵,那么 的逆是唯一的.这是因为当A A B , 都是

的逆时,有: 

C A

           CAACEBAAB ==== ,  

           CECCBAACBBEB ===== )()( .  

可逆矩阵的性质: 

1、 ; AA =−− 11 )(

2、如果 可逆,数A 0≠λ ,那么 11 1)( −− = AA
λ

λ ; 

3、如果 可逆,那么, 也可逆,而且 ;  A TA TAAT )()( 11 −− =

4、如果 ,A B皆可逆,那么 也可逆,且 .  AB 111)( −−− = ABAB

两个 阶矩阵 与n A B 的乘积 EAB = 时,一定有 EBA = ,从而 ,A B 互为

逆矩阵. 

定义 2 对任意 阶矩阵 ,称 为 的伴随矩阵,其

中, 是 中元素 的代数余子式.  
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定理 1 EAAAAA == ∗∗  

定理 2 矩阵可逆的充分必要条件是 0≠A , ∗=− A
A

A 11 .  

推论 1 若 ,A B都是 阶矩阵,且n EAB = ,则 EBA = ,即 ,A B皆可逆,且

,A B互为逆矩阵.  

（1）可以从两个方面考察 的性质 . *A



①已知矩阵的乘法一般不满足交换律 ,即 BAAB ≠ .反过来  
② 的伴随矩阵 具有相同的性质 . A *A

（2）求一个方阵的逆 ,大致有如下方法 : 
①依定义求之 ; 

②伴随矩阵法 ,即
A
AA
∗

− =1 ; 

③初等变换法 ; 
④分块求逆法 ; 
⑤解方程组法⋯⋯ . 
其中 ,用初等变换法求逆简便快捷 ,容易操作 ,用图示表示如下 : 

[ ] [ ]1−⎯⎯⎯ →⎯ AIIA 初等行变换  或者  ⎥
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定理 3 设 为 阶矩阵,下列叙述等价:  A n

(1) 是可逆阵;  A

(2) 行等价于单位阵A E ;  

(3) 可表示为一些初等矩阵的乘积.  A

当 可逆时可用矩阵的逆求解矩阵方程A BAX = .设 为 阶可逆阵,

则对

A n

BAX = 两边左乘 ,有1−A BAX 1−= .由于 而 可表示

为一些初等矩阵的乘积,所以把分块矩阵 进行行初等变换时,在把

子块  变为

),(),( 11 BAEBAA −− = 1−A

),( BA

A E 的同时,子块 B也就变为 BA 1− ,这就是要求的 X .当然也可

以有 先求出 ,再作矩阵乘法A 1−A BA 1− . 

在 解 矩 阵 方 程 BXA = 时 , 则 要 右 乘 , 既1−A 1−= BAX . 或 者 通 过 解 方 程

TTT BXA = .先求出 TX ,然后就可以求出 X . 

四、熟练掌握矩阵的各种运算 : 
1、矩阵的加法:如果 )( ijaA = , )( ijbB = 是两个同型矩阵（即它们具有

相 同 的 行 数 和 列 数 ） ,则 定 义 它 们 的 和 BA + 仍 为 与 它 们 同 型 的 矩

阵, BA +  的元素为 和A B对应元素的和,即: )( ijij baBA +=+ . 

给定矩阵 ,我们定义其负矩阵)( ijaA = A− 为: )( ijaA −=− .这样我们可

以定义同型矩阵 的减法为:BA, )( BABA −+=− .由于矩阵的加法运算归结

为其元素的加法运算,容易验证,矩阵的加法满足下列运算律: 

(1)交换律: ABBA +=+ ; 



(2)结合律: CBACBA ++=++ )()( ;  

(3)存在零元: AAOOA =+=+ ;  

(4)存在负元: OAAAA =+−=−+ )()( .  

2、数与矩阵的乘法: 

定义数 λ与矩阵 的乘积A Aλ , Aλ 中的元素就是用数 λ乘 中对应的

元素的得到,即

A

)( ijaA λλ = .由定义可知: AA −=− )1( .容易验证数与矩阵的

乘法满足下列运算律:  

(1) ;  AA =1

(2) BABA λλλ +=+ )( ; 

(3) AAA µλµλ +=+ )( ; 

(4) )()()( AAA λµµλλµ == . 

3、矩阵的乘法: 

设  为  矩阵 ,)( ijaA = nm× )( ijbB =  为 ln× 矩阵 ,则矩阵  可以左乘矩

阵

A

B（注意 :矩阵 的列数等与矩阵A B的行数） ,所得的积为一个  lm× 矩

阵  ,即  ,其中 ,并且 . C CAB = )( ijcC = ∑
=

=+++=
n

k
kjiknjinjiji babababacij
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2211 L

矩阵的乘法满足下列运算律（假定下面的运算均有意义）:  

(1)结合律: ;  )()( BCACAB =

(2)左分配律: ACABCBA +=+ )( ;  

(3)右分配律: BCACCBA +=+ )( ;  

(4)数与矩阵乘法的结合律: )()()( BAABBA λλλ == ;  

(5)单位元的存在性: nmnmm AAE ×× = , nmnnm AEA ×× = .  

若 为 阶方阵,则对任意正整数 ,我们定义: ,由于矩

阵乘法满足结合律,我们有:

A n k 43421L
k

k AAAA =

lklk AAA += , .  kllk AA =)(

4、矩阵的转置: 

定义 3  设 为
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nm× 矩阵,我们定义 的转置为一 A



个 矩阵,并用 表示 的转置,即: .矩阵的转

置运算满足下列运算律:  

mn× TA A
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(1)  ;     (2)  ;AA TT =)( TTT BABA +=+ )(   

(3) ;    (4)  TT AA λλ =)( TTT ABAB =)(

注意: 

（ 1）矩阵运算与数的运算规律有些是相同的 ,但也有许多不同之

处 ,学习时应注意它们之间的差异 ,切不可将数的所有运算照搬到矩阵

中来 .例如两数 与 的乘法满足交换律 ,即a b baab = ,但两个矩阵 与A B 的

乘 法 一 般 不 满 足 交 换 律 , 即 BAAB ≠ , 由 此 产 生

, , 等 . nn BAAB )()( ≠ 222 2)( BABABA +±≠± 22))(( BABABA −≠−+

（2）矩阵乘法是矩阵运算中的重点 ,学习是应注意以下几点 : 
① 只有当左边矩阵 的列数等于右边A B 矩阵的行数时 , 与A B 才

能相乘 ; 
②一般情形下 ,矩阵乘法不满足交换律 ,即 BAAB ≠ .若矩阵 与A B 满

足 BAAB = ,则称矩阵 与A B是可交换的 ; 
③两个不为零的矩阵的乘积可以是零 ; 

例如          ⎟⎟
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④一般的 ,矩阵的乘法不满足消去律 ,即当 ACAB = 时 ,不一定有

; CB =
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5、对称矩阵:  

定义 4  阶方阵 若满足条件:n A AAT = ,则称 为对称矩阵;若满足

条件: ,则称 为反对称矩阵.若设

A

AAT = A )( ijaA = ,则 为对称矩阵,当且

仅当 对任意的 成立; 为反对称矩阵,当且仅当

A

jiij aa = nji ,,2,1, L= A jiij aa −=

对任意的 成立.从而反对称矩阵对角线上的元素必为零. nji ,,2,1, L=

对称矩阵具有如下性质:  



(1)对于任意 矩阵 , 为 阶对称矩阵;而 为 阶对称矩

阵;  

nm× A AAT n TAA m

(2)两个同阶（反）对称矩阵的和,仍为（反）对称矩阵;  

(3)如果两个同阶（反）对称矩阵 可交换,即BA, BAAB = ,则它们的

乘积 必为对称矩阵,即 .  ABAB T =)(

思考题: 

1 、设 为第 个分量为 1,而其余分量为零的 m维列向量, iei L
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为第 j 个分量为 1,而其余分量全为零的 维列向量, 为n )( ijaA = nm×

矩阵,试计算 ;  j
T
i Aee

2 、设 为 阶方阵,并且对任意 维列向量A n m α , 维列向量n β 都有

,你能得出什么结论？  OAT =βα

五、熟练掌握分块矩阵的运算.  

在对阶数较高的矩阵进行运算时常常把矩阵分成适当的小块矩阵,

然后把每个小块当作“数”一样处理,使运算简便.  

定义 5  用水平线和垂直线将矩阵 分成若干个小矩阵,并将 看

成这些小矩阵为元素的矩阵.就称 为分块矩阵,其中每个小矩阵称为 

的子矩阵.由此可知,将矩阵 分块的方式不是唯一的,将 分块得

,这里

A A
A

A A A

qpji

pqpp

q

q

A

AAA

AAA
AAA

A ×=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= )(

21

22221

11211

L

LLLL

L

L

mmmm p =+++ L21 , nnnn q =+++ L21  其中子

矩阵 是 的矩阵, ;ijA ji nm × pi ,,2,1 L= qj ,,2,1 L=   

分块矩阵有下列性质:  

1、如果 和A B ,且用同样分法表示为分块矩阵,那么  



)( ijij BABA ±=± , )( ijAA λλ =   

2、对 的列的分块方法与对A B的行的分块方法一致,即  

   ,  则
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其中 , ;∑
=
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k
kjikij BAC

1
pi ,,2,1 L= qj ,,2,1 L= 在将小块矩阵当作“数”来做

分块乘法时,必须注意相乘因子的先后顺序,只能是 ,不允许是

. 

kjik BA

ikkj AB

3 设分块矩阵  
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  , 容易验证:    
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六、熟练掌握矩阵的初等变换 ,特别的 ,若可逆矩阵 作下列变化时 ,

则 相应地有以下变化 : 

A
1−A

定义 6  矩阵的行（列）初等变换是指下列三种变换:  

1、互换矩阵中 , 两行的位置,记为 i j )( jiji ccrr ↔↔ ; 

2、用非零常数 乘矩阵的第 行（列）,记为 ; k i )( ii kckr

3、把矩阵第 i行（列）的 倍加到第 行（列）上去,记为k j )( jiji kcckrr ++  

矩阵的行初等变换和列初等变换统称为矩阵的初等变换. 

定义 7  由 阶单位阵n E经过一次行初等变换后得到的 阶矩 n

阵称初等阵,分别记为 
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必须指出,由 阶单位阵n E 经过一次列初等变换后得到的 阶矩阵

也称为初等矩阵,其中,对应于第一种和第二种列初等变换的初等矩阵

就 是 和 , 但 是 对 应 于 第 三 种 列 初 等 变 换 的 初 等 矩 阵 是

,即:  

n

),( jip ))(( kip

)),(()),(( ikjpjkip = ( )niji ekeeee
k

LLL
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O
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借助于初等矩阵,可把矩阵的初等变换通过乘法表示出来. 

定理 4 对矩阵 作某一类行（列）初等变换,相当于用对 A

应的 阶（ 阶）初等阵左（右）乘矩阵 . m n A



① 中第 行与第 行互换 ; A i j

② 中第 行乘以非零数 ; A i c

③ 第 行 ; A j

则①因为 ,所以对 交换 i , 行后的逆 ,等于 交换 i ,

两列 ; 

1
)(

11
)( )( −−− = ijij PAP A j 1−A j

②因为
))1((

11
)( )(

c
ici PAAP −− = ,所以 的第 i行乘以非零数 以后的逆 ,等于

的逆的第 列乘以

A c

A j c
1 ; 

③因为 ,所以 的第 行乘以数 k 加到第 行后的

逆,等于 的第 列乘以数 加到第 列. 

))(,(
11

))(,( )( kjikji PAAP −
−− = A j i

1−A j k− i

定义 8  如果矩阵 经过有限次行（列）初等变换变为矩阵A B ,就

称 行（列）等价于A B .如果矩阵 经过有限次初等变换变为A B ,就称矩

阵 等价于矩阵A B ,记为 .  BA →

矩阵的行等价（列等价、等价）满足如下定律:  

1 自反律  ;  AA →

2 对称律  如果 ,那么 ;  BA → AB →

3 传递律  如果 , ,那么, .  BA → CB → CA →

在数学中,把具有上述三条规律的关系称为等价关系.因此矩阵的

等价是一种等价关系. 

定义 9  一个矩阵中每个非零行的首元素（指该行第一个非零元

素）出现在上一行首元素的右边,同时,没有一个非零行出现在全零行

的下方,这样的矩阵称为阶梯形矩阵.  

定理 5  任何一个非零矩阵 可经过有限次初等变换化为下面形

似的矩阵: ,  
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O

),min(1 nmr ≤≤ , 它称为矩阵 的标准形.  A

因此每个矩阵 与它的标准形等价.  A



推论 2  任意一个非零矩阵 ,一定存在 阶可逆阵A m P 和 阶可逆

阵 ,使  

n

Q

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
0rE

PAQ ,其中 是 的标准形.  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
0rE

A

推论 3  设 ,A B , 与A B等价的充要条件是 有相同的标准形.  AB

向量  

一、理解 n维向量 ,向量组的线性组合的概念 ,掌握线性表示 . 
二、理解向量组线性相关 ,线性无关的概念与性质 . 
线 性 相 关 与 线 性 无 关 的 概 念 都 是 针 对 一 个 特 定 的 向 量 组

mααα ,,, 21 L 而言的 .当向量组确定后 ,我们自然会问 :是否存在一组不全为

零的数 ,使mkkk ,,, 21 L )(02211 ∗=+++ LLL mmkkk ααα .答案只有两种 :存在或不

存在 .若存在 ,则向量组 mααα ,,, 21 L 线性相关 ;或不存在 ,则 mααα ,,, 21 L 线性

无关 .这里的 不全为零 ,是指这 个常数中至少有一个不为零 .

特别对线性相关的向量组而言 ,由于这组向量是缺点的 ,从而使

mkkk ,,, 21 L m

)(∗ 式处

理的不全为零的各组数也不同 . 
定 义 1  对 向 量 组 mααα ,,, 21 L , 如 果 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 

,使得mkkk ,,, 21 L 02211 =++ mmkkk ααα L 那么,称向量组 mααα ,,, 21 L 线性相关. 

如果这样的 个数不存在,即上述向量等式仅当m 021 ==== mkkk L 时才能

成立,就称向量组 mααα ,,, 21 L 线性无关. 

含 零 向 量 的 向 量 组 mααα ,,,,0 21 L 一 定 线 性 相 关 , 因 为

000010 21 =++++ mααα L 其中, 不全为零.  0,,0,0,1 L

只有一个向量 α 组成的向量组线性无关的充分必要条件是 0≠α ,

线性相关的充分必要条件是 0=α  

 考虑齐次线性方程组  

⎪
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⎪
⎪
⎨
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2222121

1212111
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mm

xaxaxa
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L

LLLLLLLLLLLL

L

L

                (*)  

它可以写成 ,或0=AX 02211 =++ mmxxx ααα L ,  



其中 ),,,( 21 mA ααα L= , , .  mj
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由此可见,向量组 mααα ,,, 21 L 线性相关的充分必要条件是齐次线性

方程组(*)有非零解.也就是说,向量组 mααα ,,, 21 L 线性无关的充分必要

条件是齐次线性方程组(*)只有零解.  

例 1 向量组 , 是线性无关的.  
⎟
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⎟
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解: 设有 使 21 , xx 02211 =+ αα xx 即 ,  0
1
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得齐次线性方程组 .  0
11
32

21
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解此方程组得 ,所以向量组021 == xx 21 ,αα 线性无关.  

例 2 设 向 量 组 321 ,, ααα 线 性 无 关 , 又 设

211 ααβ += , 322 ααβ += , 133 ααβ += ,证明向量组 321 ,, βββ 也线性无关.  

证明: 设有  使 321 ,, kkk 0332211 =++ βββ kkk , 

即 0)()()( 313232121 =+++++ ααα kkkkkk ,  

因为 321 ,, ααα  线性无关,故有  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

0
0
0

13

32

21

kk
kk
kk

此线性方程组只有零解 0321 === kkk ,也即向量组 321 ,, βββ 线性无关.  

定理 1  向量组 )2(,,, 21 ≥mmααα L  线性相关的充分必要条件是其中

至少有一个向量可以由其余 1−m 个向量线性表示 .  

证明: 必要性 设 mααα ,,, 21 L  线性相关,即存在一组不全为零的数

, 使 得mkkk ,,, 21 L 02211 =+++ mmkkk ααα L . 不 妨 设 , 则 有01 ≠k

m
m

k
k

k
k

ααα )()(
1

2
1

2
1 −++−= L , 即 1α 可以由其余 1−m 个向量 mααα ,,, 21 L 线性表



示.其实,在向量等式 02211 =+++ mmkkk ααα L 中,任何一个系数 的向

量

0≠ik

iα 都可以由其余 个向量线性表示.  1−m

充分性 设向量组 mααα ,,, 21 L 中有一个向量能由其余 个向量线

性表示.不妨设

1−m

mmαλαλα ++= L221 ,则 0)1( 221 =+++− mmαλαλα L , 

因为 mλλ ,,),1( 2 L− 不全为零,所以 mααα ,,, 21 L 线性相关.  

向量组线性相关和线性无关判别定理 

设 矩 阵 的 列 向 量 组 为A mA ααα ,,, 21 L： , 矩 阵 B 的 列 向 量 组 为

mB βββ ,,, 21 L： ,其中矩阵 B 是通过对矩阵 做行初等变换后得到的.我们

有以下  

A

定理 2  向量组 与向量组A B有相同的线性相关性.  

证明:记 mA ααα ,,, 21 L： , mB βββ ,,, 21 L： .那么,当且仅当齐次线性方程

组 有非零解时向量组 线性相关.当且仅当齐次线性方程组0=AX A B 有

非零解时向量组 线性相关.由于齐次线性方程组 或者只是对

调了 的第 个方程与第 l 个方程的位置,或者只是用非零数

A 0=BX

0=AX k λ 乘

的第 个方程,或者只是把 0=AX k 0=AX 的第 l 个方程的 λ倍加到第 k 个

方程上去,这连个方程组一定是同解的,所以,对应的向量组 与A B有相

同的线性相关性. 

定理 3  如果向量组 rααα ,,, 21 L 线性相关,那么 mrr ααααα ,,, 121 L+， 也

线性相关.  

证明 :向量组 rααα ,,, 21 L 线性相关,即存在不全为零的数 rλλλ ,,, 21 L

使  

02211 =+++ rrαλαλαλ L , 于是  000 12211 =++++++ + mrrr αααλαλαλ LL ,但

是, 0021 ，，，，， Lrλλλ 仍不全为零,因此,向量组 mrr αααα ,,,,, 11 LL + 线性相关.  

推论 1  线性无关向量组的任意一个非空部分组仍是线性无关向

量组.  

定理 4  设有 维向量组 与 维向量组  n miA
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如果向量组 线性无关,那么,向量组A B也线性无关.  

推论 2  r 维向量组的每一个向量添加 rn − 个分量成为 n 维向量.

如果 r 维向量组线性无关,那么, n维向量组也线性无关.反言之,如果

维向量组线性相关,那么,

n

r维向量组也线性相关.  

定义 2 在 型的矩阵 中,任取 行 列nm× A k k nkmk ≤≤ , ,位于这些行列

交叉处的 个元素,不改变它们在 中所处的位置次序而得的 k 阶矩阵

行列式,称为矩阵 的 阶子式.  

2k A

A k

nm× 型矩阵 的 阶子式共有 个.  A k ⎟⎟
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定理 5  设 维向量组 )(,,,: 21 nrA r ≤ααα L 构成矩阵  
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21 ),,,( ααα  

则向量组 线性无关的充分必要条件是矩阵 中存在一个不等于

零的

A A

r阶子式.  

推论 3  个 维向量组线性无关的充分必要条件是它们所构成的

阶矩阵的行列式不等于零.  

n n

n

推论 4  当 时, m个 维向量 nm > n mααα ,,, 21 L 必线性相关.  

思考题: 

1、举例说明下列各命题是错误的  

(1) 若向量组 mααα ,,, 21 L 线性无关,则 1α 可由 mαα ,,2 L 线性表示; 

(2) 若有不全为零的数 mλλλ ,,, 21 L 使 01111 =+++++ mmmm βλβλαλαλ LL

则 mααα ,,, 21 L 线性相关, mβββ ,,, 21 L 也线性相关;  

(3) 若只有当 mλλλ ,,, 21 L 全为零时,等式  

 

才能成立 mααα ,,, 21 L 线性无关, mβββ ,,, 21 L 也线性无关;  



(4) 若 mααα ,,, 21 L 线 性 相 关 ,也 线 性 相 关 ,则 有 不 全 为 零 的 数 

mλλλ ,,, 21 L ,使  

02211 =+++ mmαλαλαλ L , 02211 =+++ mmβλβλβλ L  

同时成立.  

2、判断下列向量组是否线性相关:  

(1) , , ; 
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3、设向量组 rααα ,,, 21 L 线性无关,讨论向量组 13221 ,,, αααααα +++ rL  

的线性相关性.  

4、设向量组 kααα ,,, 21 L 线性无关, kαααζ ,,,, 21 L 线性相关,则 ζ 必可由

向量组 kααα ,,, 21 L 线性表示.  

5、选择题  

(1) 维向量组 )3(,,, 21 nss ≤≤ααα L 线性无关的充分必要条件是  

A、存在一组不全为零的数 ,使skkk ,,, 21 L 02211 =+++ sskkk ααα L ;  

B、 sααα ,,, 21 L 中任意两个向量都线性无关 ;  

C、 sααα ,,, 21 L 中存在一个向量,它不能由其他向量线性表示;  

D、 sααα ,,, 21 L 中任意一个向量都不能被其他向量线性表示.  

(2) 已知向量组 4321 ,,, αααα 线性无关,则向量组  

A、 14433221 ,,, αααααααα ++++ 也线性无关;  



B、 14433221 ,,, αααααααα −−−− 也线性无关;  

C、 14433221 ,,, αααααααα −+++ 也线性无关;  

D、 14433221 ,,, αααααααα −−++ 也线性无关.  

(3) 设有任意两个 n 维向量组 mααα ,,, 21 L 与 mβββ ,,, 21 L .如果存在两

组不全为零的数 mλλλ ,,, 21 L 与 使 mkkk ,,, 21 L

 

则  

A、 mααα ,,, 21 L 与 mβββ ,,, 21 L 线性相关;  

B、 mααα ,,, 21 L 与 mβββ ,,, 21 L 线性无关;  

C、 mmmm βαβαβαβα −−++ ,,,,, 1111 LL 线性无关;  

D、 mmmm βαβαβαβα −−++ ,,,,, 1111 LL 线性相关 . 

等价向量组及其性质 :  

设有两个 维向量组n   

rA ααα ,,, 21 L：  

sB βββ ,,, 21 L：  

定义 3  如果向量组 中每一个向量组都能由向量组A B 中的向量

线性表示,我们称向量组 可由向量组A B 线性表示,而向量组也可以由

向量组 线性表示,我们称向量组 和向量组A A B等价.  

向 量 组 能 由 向 量 组A B 线 性 表 示 , 也 就 是 存 在 数

使  rjsikij ,,2,1;,2,1, LL ==

rjkkk jsjjjj ,,2,1,2211 LL =+++= βββα 如果记 ),,,( 21 rA ααα L= , 

),,,( 21 sB βββ L= , 
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我们有  

Ksr ),,,(),,,( 2121 βββααα LL = ,即 BKA = . 

定理 6  如果向量 α 可以由向量组 rβββ ,,, 21 L 线性表示,而向量组

rβββ ,,, 21 L 可以由向量组 sγγγ ,,, 21 L 线性表示,那么向量 α 可以由向量组 



sγγγ ,,, 21 L 线性表示. 

证明:由定理条件可知,存在一组数 ,使  rkkk ,,, 21 L
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又存在 rs× 矩阵 使  C

Csr ),,,(),,,( 2121 γγγβββ LL = ,  

于是  
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可以由向量组 sγγγ ,,, 21 L 线性表示,其中 .  
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向量组之间的等价是一种等价关系.它满足以下三条:  

1、自反律:向量组 与自身等价;  A

2、对称律:如果向量组 与向量组A B等价,那么,向量组 B与向量组

等价;  A

3、传递律:如果向量组 与向量组A B等价,向量组 B与向量组 等价,

那么向量组 与向量组 等价.  

C

A C

三、理解秩的概念 ,并掌握求矩阵的秩和向量组的秩的基本方法 . 
定义 4  设 T 是 维向量组,如果  n

1、在 T 中有 r个向量 rααα ,,, 21 L  线性无关; 

2、对任意的向量 T∈α , 向量组 rαααα ,,,, 21 L  总是线性相关的,  

那么称 rααα ,,, 21 L 为向量组 T 的一个最大线性无关组, 简称为最大

无关组;数 r 称为向量组 T 的秩,记做 rTrank =)( ;并规定只含零向量的向

量组没有最大线性无关阻挡,从而它的秩为 0.  

向量组的最大无关组具有如下性质:  

(1)向量组的最大无关组和向量组本身等价.  

(2)向量组线性无关的充分必要条件是它所含的向量个数等于它 



的秩. 

(3)向量组中任意一个向量可以由最大无关组惟一地线性表示.  

由此可见,向量组的最大无关组不一定唯一,但是向量组的最大无

关组之间是等价的,并且它们所含的向量个数是相等的,这就是向量组

的秩.  

定理 7  设有两个 维向量组  n

rA ααα ,,, 21 L：  

sB βββ ,,, 21 L：  

如果向量组 A能由向量组 B线性表示,且 sr > ,则向量组 A线性相关.  

证明:记  

),,,( 21 rA ααα L= , ),,,( 21 sB βββ L=：  

由 定 理 条 件 ,存 在 rs× 矩 阵 )( ijkK = 使 BKA = ,记  ),,,( 21 rK γγγ L= ,其 中 
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因为 sr > ,由推论 4, rγγγ ,,, 21 L 线性相关 ,即存在 r 个不全为零的数 

rλλλ ,,, 21 L ,使 0),,,( 2
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同时,这 r个不全为零的数 rλλλ ,,, 21 L 使  
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即 rααα ,,, 21 L 线性相关.

推论 5  设有两个 维向量组n

rA ααα ,,, 21 L：  

sB βββ ,,, 21 L：  

若 向量组 A 可由向量组 B 线性表示,且向量组 A 线性无关,那么, 

sr ≤ .

推论 6  等价地线性无关向量组所含向量个数相等.  



推论 7  设向量组 A的秩为 ,向量组1r B 的秩为 ,如果向量组 能由向

量组

2r A

线性表示, .21 rr ≤   

推论 8  等价的向量组的秩相等.  

定义 6 矩阵 的行向量组的秩称为 的行秩, 矩阵 的列向量组

的秩称为 的列秩.  

A A A

A

定理 8 设 的列秩等于A r 的充分必要条件是 中有一个A r 阶子式

,并且所有含0≠rD 1+r 阶的子式( 如果存在的话 ) . 01 =+rD

推论 8  设 为矩阵,则  

(1) 的列秩A TA= 的列秩; 

(2) 的列秩 的行秩. A A

定义 7  矩阵 的行秩和列秩通称为 的秩,记为 .  A A )(AR

显然,矩阵 的秩是唯一确定的,并且,A { }nmAR ,min)( ≤ ,零矩阵的秩

等于 0.  

推论 9  矩阵 中有一个A r阶子式不为 0,则 , 矩阵 中所有rAR ≥)( A

r阶子式全为 0,则 . rAR >)(

由于矩阵的秩与构成这个矩阵的行向量组或列向量组的秩相同 ,
因此 ,它们求秩的方法可以相互转化 .这些基本方法为 : 

1 、 子 式 法 : 将 个 维 列 向 量m n mααα ,,, 21 L 写 成 的 矩 阵 （ 即nm×

mααα ,,, 21 L 为行做矩阵） ,或写成 mn× 的矩阵（即 mααα ,,, 21 L 为列矩阵） ,

然后计算该矩阵的各接子式 .从阶数最低的子式开始 ,找到不等于零的

子式中阶数最大的一个子式 ,则这个子式的阶数就是矩阵的秩 ,也是这

组向量的秩 .并且这个子式中的行（或列）对应的  向量组就是所给向

量组的一个最大线性无关组 . 
2、初等变换法 :用矩阵的初等行（或列）变换 ,把所给矩阵化为阶

梯形矩阵 .由于阶梯形矩阵的秩就是阶梯形矩阵中非零行（或列）的个

数 . 

例 1 求矩阵 的秩.  
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解: 计算 的 2 阶子式  A
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A中所有的含 的 3 阶子式有 2 个.经计算,2 个 3 阶子式全为 0, 

所以 . 

2D

2)( =AR

例 2 证明  { })(),(min)( BRARABR ≤

证明: 记 nssmnm BAC ××× = ,其中 ),,,( 21 nC γγγ L= , ),,,( 21 sA ααα L= 表示乘列

向量矩阵, 由于 ABC = ,即 

nsijsn b ×= ))(,,,(),,,( 2121 αααγγγ LL . 

于是  

∑
=

==
s

i
iijj njb ,,2,1, Lαλ . 

因此, C的列向量组能由 的列向量组线性表示, 由推论 10.5 知

道 .又由于 ,因此, .这就是说:  

A

)()( ARCR ≤ TTT ABC = )()()()( BRBRCRCR TT =≤=

{ })(),(min)( BRARABR ≤  

思考题:  

1、求下列向量组的秩和它的一个最大线性无关组  
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2、求下列矩阵的秩  

(1) ,        (2) .  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
4431
1211

2013

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−−

81507
31312
23123

3、在秩为 r的矩阵中有没有等于 0 的 1−r 阶子式?有没有等于 0 的 r

阶子式?有没有不等于 0 的 1−r 阶子式?  



4、从矩阵 中划去一行得到的矩阵记为A B ,问 与 的关系怎

样?  

)(AR )(BR

5、秩相等的向量组必等价吗?秩相等的矩阵必等价吗？ 

6、选择题  

(1)设 是 阶矩阵,其秩A n nr < ,那么 的 个行向量中  A n

A 、必有 r个行向量线性无关;  

B、任意 r个行向量线性无关;   

C、任意 r个行向量构成一个极大线性无关组;  

D、任意一个行向量可由其他 r个向量线性表示.  

(2)设 是 4 阶矩阵, A的行列式 A 0=A ,则 中  A

A 、必有一列元素全为零.  

B、必有两列元素对应成比例;  

C、必有一个列向量是其余列向量的线性组合;  

D、任意一个列向量是其余列向量的线性组合.  

(3)若 是 阶矩阵 ,且A n )3( ≥n 2)( −= nAR ,则  

A 、 的列向量组线性无关;  A

B、 的伴随矩阵 ;  A 0=∗A

C、 可逆,且 ;  A 2)( 1 −=− nAR

D、 的所有A 1−n 阶子式不等于零.  

7、设 是 型的矩阵 ,A mn× B是 nm× 矩阵 ,其中 mn < ,又 E是 阶单位阵 ,
且

n

EAB = ,证 B的列向量组线性无关 . 
向量空间的基和维数  

定义 8  设 V 是数域 上的向量空间,如果  F

1、在 中有V r个向量 rααα ,,, 21 L 线性无关. 

2、 中任意一个向量V α 可由向量组 rααα ,,, 21 L 线性表示.  

则称 rααα ,,, 21 L 是向量空间 V 的一组基, r 称为向量空间 V 的维数, 

并称 V 是 r维向量空间.  

如果向量空间没有基,那么 V 的维数为 0, 称 V 是 0 维向量空间. 

显然,0 维向量空间只含一个零向量 .  

如果把向量空间看作是一个向量组,那么,向量空间 V 的基就是它

的一个最大无关组,V 的维数就是它的秩 .  



例 1 向量空间  
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由此可知, 是实数域1V R上 1−n 维向量空间.  

例 2 由向量组 mααα ,,, 21 L 张成的向量空间 

 { }RV mmmm ∈+++= λλλαλαλαλααα ,,,|),,,( 21221121 LLL , 

如果把 ),,,( 211 mV ααα L 看成是向量组,那么, ),,,( 211 mV ααα L 和 mααα ,,, 21 L

等价,如果 )(,,, 21 mrm ≤ααα L 是向量组 mααα ,,, 21 L 的一个最大无关组,那么,

它也就是向量空间 ),,,( 211 mV ααα L 的一个基,从而 ),,,( 211 mV ααα L 是 r 维向量

空间. 

思考题: 

1 、 设 nααα ,,, 21 L 是 一 组 n 维 向 量 , 已 知 维 基 本 单 位 向 量 组 n

nεεε ,,, 21 L 能由它们线性表示,证明 nααα ,,, 21 L 线性无关.  

2、设 nααα ,,, 21 L 是一组 维向量,证明它们线性无关的充分必要条

件是任意一个 维向量都可以由它们线性表示.  

n

n

3、设向量组 与向量组A B的秩相等,且 组能由A B线性表示,证明

组与

A

B等价.  

4、设 rαααβ +++= L321 , rαααβ +++= L312 , 11 −++= rr ααβ L ,证明向量组

rβββ ,,, 21 L 与向量组 rααα ,,, 21 L 秩相等.  

5、设向量组 { }rA ααα ,,,: 21 L , { }sB βββ ,,,: 21 L , { }srC βββααα ,,,,,,,: 2121 LL ,

证明:  

(1) 秩 { }rA ααα ,,,: 21 L 秩 { }srC βββααα ,,,,,,,: 2121 LL  

(2)秩 { } +秩 { }sB βββ ,,,: 21 L  { }rA ααα ,,,: 21 LsrC βββααα ,,,,,,,: 2121 LL 秩



6、设  
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),( 21 ββB

验证 : 321 ,, ααα 是 3R 的一个基,并用这个基线性表示 21 ,ββ .  

7、由 , 张成的向量空间记为 ,由 , 张

成的向量空间记为 ,试证:
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8、已知向量组  (I) 4321 ,,, αααα ,(II) 5321 ,,, αααα ,如果各向量组的秩分

别是  
向量的内积 (或称点积或数量积 )  

设 , 是任意空间 维向量.  
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定义 9  向量 α 和 β 的内积(又称为点积或数量积)是一个实数 

βα ⋅  (或记做 ),( βα )  

nnbababa +++=⋅ L2211βα  

内积满足以下规律:  

(1)正定性: 0≥⋅αα 且 0=⋅αα 当且仅当 0=α  

(2)对称性: αββα ⋅=⋅ , 

(3)线性: βαβαβαα ⋅′+⋅=⋅′+ )( , )()( βαβα ⋅=⋅ kk ,其中 . RkRn ∈∈′ ,,, βαα

定义 10  空间向量 α 的长度是一个给定的实数 αα ⋅ ,记为 α ,即

22
2

2
1 naaa +++= Lα . 

 定义的向量的长度还有以下性质:  

(1)正定性: ,0,0 =≥ αα  当且仅当 0=α  

(2) αα kk =   

(3) βαβα ≤⋅ ;  

(4) βαβα ≤⋅ ; (三角不等式). 



四、理解两个矩阵的等价与两个向量组的等价的区别和联系 . 
两者的区别 :两个矩阵 与A B 等价 ,是指 可通过若干次矩阵的初等

变换变为

A

B ,因此等价的两个矩阵必是同型的 .两个向量组等价 ,是指这

两个向量组能相互线性表示 ,它们所含的向量个数未必相等 . 
两者的联系 :若矩阵 通过矩阵的初等行变换变为矩阵A B ,则矩阵

的行向量组与矩阵

A

B 的行向量组等价 .若矩阵 通过矩阵的初等列变换

变为矩阵

A

B ,则矩阵 的列向量组与矩阵A B的行向量组等价 . 
定理 9  如果矩阵 经过有限次行(列)初等变换变到矩阵A B ,那么

的行(列)向量所成的向量组与A B的行(列)向量所成的向量组等价.  

证明 :只要对行初等变换来证明即可.设矩阵  
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显然, （或 或 ）的行向量组和 的行向量组可以互相线性表

示.因此, 经过一次行初等变换到

1B 2B 3B A

A B , 与A B的行向量组等价,由向量组

等价的传递性可知, 经过有限次行初等变换变到矩阵A B时, 与A B的行

向量组等价.  

定理 10  如果矩阵 经过有限次行(列)初等变换变到矩阵 A B ,则

B 的任意 个列(行)向量所成的向量组与 的对应的 k 个列(行)向量所

成的向量组有相同的线性关系.  

k A

定理 11  设 与A B是同型矩阵 ,则 与A B等价的充分必要条件是  

)()( BRAR = .  

证明:由推论 8 和定理 10 即可.  

推论 10  设 与A B是同型矩阵,则 与A B等价的充分必要条件是存

在 阶可逆阵m P和 阶可逆阵 ,使n Q BPAQ = .  

证明:由矩阵等价的定义即知.  

线性方程组  
一、理解齐次线性方程组有非零解的充分必要条件及非齐次线性

方程组有解的充分必要条件. 

设有 B元线性方程组   
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如果方程组有解,就称方程组为相容的,否则就称为不相容的.记  
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线性方程组(*)可写成向量方程的形式 

或写成矩阵方程的形式 β=AX  

其中, )( 21 nA ααα L= 是系数矩阵.  

   易见下述结论等价:   

  (1)线性方程组(*)有解;  

    (2)向量 β 可以由向量组 nααα ,,, 21 L 线性表示;  



(3)向量组 nααα ,,, 21 L 与向量组 βααα ,,,, 21 nL 等价; 

增广矩阵 ),,,,(~
21 βααα nA L= 的秩相等.  

从而我们得到线性方程组(*)有解的判别定理 .  

定理 1  线性方程组(*)有解的充分必要条件是它的系数矩阵 与

增广矩阵

A

A~有相同的秩.  

定理 1 与用 消元法解线性方程组的判定方法是一致的.这是

因为,用行初等变换把

Gauss

A~ 化成阶梯行矩阵 B~ 的同时, 也化成了阶梯行

矩阵

A

B ,并且 B 就是由 B~的前 列所组成,因此出现“ ”当且仅当n 01 ≠+rd

1)~()( −= ARAR ,从而方程组无解;否则,一定有 )~()( ARAR = ,从而方程组有

解.  

推论 1  线性方程组(*)有解时,如果 nAR =)( ,那么方程组只有唯

一解 ;如果 ,那么,方程组有无限多解. nAR <)(

考虑齐次线性方程组 

                       (**) 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0

0
0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

L

LLLLLLLLLLLL

L

L

记 , , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

mnm

n

aa

aa
A

L

MOM

L

1

111

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

X
M
2

1

式(**)可写成   OAX =

     如果 是方程组(**)的解,那么  
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称为齐次线性方程组 (**)的一个解向量 ,或称为它的一个解  
(**)的解 .  



推 论 2  齐 次 线 性 方 程 组 OAX = 有 非 零 解 的 充 分 必 要 条 件 是

.  nAR <)(

显然 ,当 时 ,(**)有非零解的充分必要条件是nm = 0=A .特别地 ,当

时 ,(**)必有非零解 . nm <

二、理解齐次线性方程组解的结构、基础解系的概念 .掌握用矩阵

方法求解齐次线性方程组 . 
齐次线性方程组解的结构  

我们首先讨论齐次线性方程组(**)的解的结构. 

(1)如果 1ζ=X , 2ζ=X 是(**)的解,那么 21 ζζ +=X 也是(**)的解.  

(2)如果 1ζ=X 是(**)的解,k 为任意数,那么 1ζkX = 也是(**)的解.  

设 { 0| == }ζζ AS 是齐次线性方程组(**)的解向量全体所成的非空

集合.性质（1）和（2）表明 

1、 S∈1ζ , S∈1ζ 时, S∈+ 21 ζζ ; 

2、 S∈1ζ , 时,Rk ∈ Sk ∈1ζ k.  

由定义,非空集合 成为数域 上的一个向量空间,称为齐次线性

方程组(**)的解空间.因此,我们要解齐次线性方程组(**),只要求出

解空间的一个基.设解空间的一个基是

S F

tζζζ ,,, 21 L ,又齐次线性方程组的

任意一个解均可由这个基唯一地线性表示,即 任意 S∈ζ , 

ttkkk ζζζζ +++= L2211 , Fkkk t ∈,,, 21 L .  

解空间 的一个基, 又称为齐次线性方程组(**)的一个基础解系 .  S

下面来求 元齐次线性方程组(**)的一个基础解系 .  n

定理 2  设 元齐次线性方程组(**)的系数矩阵的秩n nrAR <=)(  , 

那么它必有基础解系,并且基础解系所含线性无关解向量个数等于

rn −  ( 这里, rn − 也正是方程组(**)的自由未知数的个数 ).  

三、理解非齐次线性方程组解的结构及通解的概念 . 
现在,我们来考虑一般的非齐次线性方程组.  

非齐次线性方程组(*)和它所对应的齐次线性方程组(**)有着密

切的关系, 通常我们把与式(*)对应的齐次线性方程组(**)叫做式(*)

的导出组. 



(1) 设 1η=X , 2η=X 都是非齐次线性方程组(*)的解,则 21 ηη −=X 是

其导出组式(**)的解.  

(2) 设 是 非 齐 次 线 性 方 程 组 (*)的 解 , ∗=ηX ζ=X 是其导出组

（**）的解, 则 是(*)的解.  ∗+= ηζX

 定理 3  若 是非齐次线性方程组(*)的一个解(通常称为特解), 

则式(*)的任一解可表示成 是其导出组(**)的一个解.  

∗η
∗+= ηζη

 我们得到下面的推论 .  

  推论 3  非齐次线性方程组 (**)有解时 , 它只有唯一解的充分必

要条件是其导出组 (**)只有零解 . 
四、熟练掌握用初等变换求线性方程组通解方法 . 
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是由 个方程组成的 元线性方程组,它的系数矩阵、未知数列向

量和常数列向量分别是      
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于是线性方程组(*)可改 β=AX .记:  
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),(~ β  

A~称为(*)的增广矩阵.  

如果 0=β ,那么,式(*)表示一个齐次线性方程组;否则(*)表示一

个非齐次线性方程组.  

定理 3  如果线性方程组 β=AX 有两个不同的解,那么它 一定有

无穷多解.  

线性方程组(*)的解只有三种可能:无解,唯一解,无穷多解.  

下面介绍解线性方程组的一个规范方法 --- 高斯消去法,它是

加减  



消元法和代入消元法的推广和规范化.  

定义 1  设 11 β=AX  , 22 β=AX 是两个由 个方程组成的 元线性

方 程 组 ,如 果  

m n

11 β=AX 的 解 都 是  22 β=AX 的 解 , 22 β=AX 的 解 都 是 

11 β=AX 的解,即线性方程组 11 β=AX , 22 β=AX 有相同的解,那么称它们

为同解方程组,或称这两个方程组同解.  

定理 4  如果线性方程组 11 β=AX 的增广矩阵 ),(~
11 βAA = A= 经

过有限次行初等变换变成矩阵 2
~A , 2

~A 作为增广矩阵对应于线性方程组 

11 β=AX 那么,线性方程组 11 β=AX , 22 β=AX 是同解方程组.  

用高斯消去法解线性方程组(*),实际上就是对增广矩阵 进行

矩阵的行初等变换,先把 变为阶梯形矩阵,再继续施行行初等变换,

使其变为简化阶梯形矩阵.前者就是消元过程,后者就是 回代过程.  
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于是线性方程组(*)可改为 β=AX .记:  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==

mmnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

AA

L

LLLLL

L

L

21

222221

111211

),(~ β      

A~称为(*)的增广矩阵.  

如果 0=β ,那么,式(*)表示一个齐次线性方程组;否则(*) 表示一

个非齐次线性方程组.  

定理 5  设线性方程组(*)的增广矩阵 经过行初等变换变为阶梯

形矩阵（***）.  

A

1、当 ,线性方程组(*)无解;  01 ≠+rd

2、当 且01 =+rd nr = 时,线性方程组(*)只有唯一解;  

3、 01 =+rd nr < 时线性方程组(*)有无穷多解. 
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对于齐次线性方程组  
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由于 ,是它的一个解（通常称为零解）,所以齐次线

性方程组的解总是存在的.问题是它会不会有非零解,从而有无穷多

解.  

021 === nxxx L

推论 4  如果齐次线性方程组(**)的系数矩阵 的阶梯形中  A

非零行的数目 r小于未知数的数目 ,那么它一定有非零解.  n

推论 5  如果齐次线性方程组(**)的方程数目 小于未知数的数

目 ,那么它一定有非零解.  

m

n

推论 6  如果齐次线性方程组(**)的未知数的数目 不超过  n

五、线性方程组理论是线性代数的重要内容之一 .线性方程组的矩

阵形式为 ,其中 , , . bAx = nmijaA ×= )( T
nxxxx )21 ,,,( L= T

nbbbb )21 ,,,( L=

解线性方程组常用以下三种方法 : 
（1）用克莱姆法则 .用克莱姆法则求解线性方程组有两个前提 ,一

是方程个数等于未知量个数 ;二是系数行列式不等于零 .实质上 ,克莱姆

法则相当与使用逆矩阵方法求解线性方程组 ,即 .它建立了线性

方程组的解和已知的系数与常数项之间的关系 ,但在具体求解时 ,需要

计算 个 阶行列式工作量一般比较大 ,因此 ,克莱姆法则主要适用与

理论推导 . 

bAx 1−=

1+n n

（2）用消元法 .对于具体地解线性方程组 ,消元法是一个最有效和

最基本的方法 . 
但有时需直接从原方程组 ,来看它是否有解 ,及解的结构如何 .这样

消元法就不能用了 .于是引入矩阵与向量的语言 .把方程组写成矩阵形

式 ,通过研究系解线性方程组数矩阵与增广矩阵来解决上述问题 .利用



矩阵的语言 ,我们还有如下的方法 . 
（3）利用等价标准形  
设 为秩为A r 的 的矩阵 ,则对 作初等行变换总可以化为矩阵nm× A B ,

使得矩阵 B 的后 rm − 行全为零 ,且中 B 有 r 个互不相同的单位列向量 ,称
为的行等价标准形 . 

利用等价标准形可以解线性方程组 .以 为增广矩阵的性方程组与

以 的等价标准形

A

A B 为增广矩阵的线性方程组是同解的 .将 B 中单位列

向量对应的未知量视为非自由未知量 ,而其余的对应的未知量视为自

由未知量 ,最后一列视为常数项 ,即得线性方程组的解 . 
六、克莱姆（ ） 法则  Gramer

由 个方程组成的 元线性方程组 (*)可

写成
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或写成 ,∑ =
n

i
iij ba mi ,,2,1 L=  

定理 5  (克莱姆（ ）法则）对于线性方程组(*),如果系数

矩阵 的行列式

Gramer

A 0≠A ,那么,此方程组有唯一解
A

A
x j

j = ,  nj ,,2,1 L=

其中, 是三元一次方程组常数列向量jA β 来代替系数矩阵 的第A j

列后得到的矩阵.  

推论 7  如果齐次线性方程组  
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                       (**) 

的系数矩阵 的行列式A 0≠A ,那么方程组只有零解.  

推论 8  齐次线性方程组(**)有非零解的充分必要条件是系数矩

阵 的行列式A 0=A . 


