
线性代数学习指导 

第五章 相似矩阵与二次型 

 本章重点、难点：矩阵的特征值与特征向量、矩阵的可对角化及二次型的

标准形和正定二次型。 

本章教学要求：掌握线性无关向量组标准正交化的施密特（Schimidt）方法、

求方阵的特征值、特征向量的方法，会求一个正交阵使得

实对称阵化为对角阵、用正交变换将二次型化为标准形以

及拉格朗日配方法化二次型为标准形的方法，判断二次型

及其系数阵的正定性。  

一、 知识考点精要 
向量内积及运算性质   向量长度（或范数）   单位向量   正交向量及正交向量组  

向量空间的正交基及规范正交基  无关向量组的施密特（Schimidt）正交化  正交矩阵    
正交变换 方阵的特征值与特征向量  相似矩阵与相似变换  方阵的对角化 二次型及标准
形  二次型的矩阵  二次型的秩  正定（负定）二次型  正定矩阵 

（一） 向量内积及运算性质 

1、 向量的内积  我们知道在空间 3R 中，关于向量的长度、夹角等概念都可以通过向

量的数量积来表达。在高等数学中所学的两个向量的数量积就是内积的表达形式。

在线性代数中，依照
3R 中内积的一些特征，将它推广到一般线性空间中去。 

 定义：设有 n维向量 ，  
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令 nn yxyxyxYX +++= L2211],[ ， 称为向量 X与 Y的内积。 ],[ YX

特别提示：（1）内积是向量的一种运算 

（2）当 X与 Y都是列向量时   YXYX T=],[

（3）零向量与任意向量的内积都是零 

（4）[X，X]=  22
2

2
1 nxxx +++ L
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2、内积运算性质： 
         （1）[X，Y]=[Y，X]  

         （2） ],[],[ YXYX λλ =  

         （3）[X+Z，Y]=[X，Y]+[Z，Y] 

（二） 向量长度及单位向量 
1、向量的长度 ： 由于 n维向量没有 3维向量那样直观的长度与角度的概念，因此只能
按数量积的直角坐标计算公式来推广。 

定义：令 22
2

2
1],[ nxxxYXX +++== K ，称 X 为 n维向量 X的长度（范数） 

2、向量长度的性质： 

（1） X 0≥ ， X =0的充要条件是 X=0 （零向量） 

（2）对任意非零常数 XxR λλλ =∈ ,    

（3） YXYX +≤+    

（4）[X，X]=
2X  

（5）对任意向量 βα , ，都有 βαβα ⋅≤T   

3、单位向量： 

当 X =1时，称 X为单位向量。显然对任意非零向量 Y都有 Y 0≠  

那么 
Y
Y

 就是一个单位向量。 

4、向量的夹角：当 Y 0≠ ， X 0≠ 时，称
YX

YX
⋅

=
],[arccosθ 为向量 X与 Y的夹角。 

（三） 正交向量及正交向量组 

1、 两向量正交： 如果 n维向量 X与 Y的内积 =0 ，称向量 X与 Y 正交 ],[ YX

2、 正 交 向 量 组 ： 设 有 n 维 非 零 向 量 组 rααα L21 , 如 果

rjijiji L2,1,,0],[ =≠=αα  则称 rααα L21 , 为正交向量组。 

特别提示：（1）零向量与任意向量都正交  
（2）正交向量组中不含零向量 
（3）两向量 X与 Y正交的充要条件是 X与 Y 的内积等于零 
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（四） 向量空间的正交基和规范正交基   

在上一章中，我们讲到了向量空间 V的一个最大无关组 rααα L21 , 就称为 V的

一个基，当 rααα L21 , 是正交向量组时，则称 rααα L21 , 是 V 的一个正交基。如

果正交基 rααα L21 , 中每一个向量都是单位向量，就称 rααα L21 , 是 V 的规范正

交基。 

  特别提示：（1）单位坐标向量组 的一个规范正交基 n
n R是εεε L21 ,

（2） 若 是 V的一个规范正交基，那么 V中任一向量reee L21 , α 由  

表示的表达式为 

reee L21 ,

rr eeeeee ],[],[],[ 2211 αααα L++=   

             例： 2
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（五） 无关向量组的施密特（Schimidt）正交化  

1、 定理：若 n维向量 rβββ L21 , 是正交向量组，则 rβββ L21 ,  线性无关. 

    特别提示：线性无关的向量组不一定正交。 

例：已知 ， 有
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21 αα 21 ,αα 线性无关， 但 01],[ 21 ≠=αα  因而

21 ,αα 不正交。 

   2、已知 rααα L21 , 是 n维向量组 V中的一个基，则一定可由 rααα L21 , 生成正交 

基 rβββ L21 , ，并使这两个向量组可以互相线性表示。我们把由一个线性无关的 

向量组生成满足上述性质的正交向量组的过程称为无关向量组的施密特（Schimidt）

正交化过程（或称把 rααα L21 , 这个基规范正交化）。 
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 对向量组 rααα L21 , 规范正交化步骤如下： 

取 11 αβ =  
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容易验证 rβββ L21 , 两两正交，且 rβββ L21 , 与 rααα L21 , 等价。 

此时 rβββ L21 , 是一个正交基。如果再将 rβββ L21 , 单位化，即： 
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1 L ， 则 就是规范正交基。 reee L21 ,

 

（六） 正交矩阵与正交变换 

   1、 正交矩阵定义：如果 n阶矩阵 A满足 EAAT = ，那么称 A为正交矩阵。 

       正交矩阵有下列性质： 

（1） 若 A为正交矩阵，则 A一定可逆其逆矩阵也是正交矩阵，有 。 TAA =−1

（2） （2）若 A为正交矩阵，则|A|= 1± 。 因为 。 1|||||||||| 2 ===⋅= EAAAAA TT

（3）若 A与 B都是正交矩阵，则它们的积 AB也是正交矩阵。 
（4）A为正交矩阵的充要条件是其行（列）向量组是规范正交向量组。 

   即正交矩阵 A的 n个列（行）向量构成向量空间 nR 的一个规范正交基 

2、正交变换  定义：若 P为正交矩阵，则线性变换 Pxy = 称为正交变换。 

 设 为正交变换，则有Pxy = xxxPxPxyyy TTTT ====   

按 x 表示向量的长度，相当于线段的长度。 xy = 说明经正交变换线段长度保持

不变，这是正交变换的优良性。 
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（七） 方阵的特征值与特征向量 
方阵的特征值与特征向量是线性代数中比较困难但又十分重要的内容，它们在

经济理论以及工程技术中如振动与稳定等问题，常可归结为求一个方阵的特征值和

特征向量的问题。数学中诸如方阵的对角化及解微分方程组等问题，也都要用到特

征值的理论。 
1、 定义：设 A是 n阶方阵，如果数λ和 n维非零列向量 X 使关系式 
                  AX=λ X              （ⅰ） 
          成立，那么这样的数λ称为方阵 A的特征值，非零向量 X称为 A的对应于

特征值λ的特征向量。 

我们将（ⅰ）改写为 0)( =−=− XEAXAX λλ  得 n元线性齐次方程组： 

    （ⅱ） 
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，称 )(λf 为 A的特征多项式。 

显然， )(λf =0是一个关于λ的 n次多项式且在复数范围内恒有 n个根： nλλλ L21 , （重

根按重数计算）。因此， nλλλ L21 , 就是方阵 A的特征值（根）。将 ...2,1, =iiλ 代入（ⅱ）

式则 n元线性齐次方程组的解即为 A的特征值 ...2,1, =iiλ 所对应的特征向量 

2、性质：设 nλλλ L21 , 是方阵 A的特征值（重根按重数计算）            

（1） nλλλ L21 =|A|  显然：|A|=0 ⇔  A有一个特征值为零。 

（2） nnn aaa +++=+++ LL 221121 λλλ  

（3）n阶方阵 A与它的转置矩阵 有相同的特征值。因为 由  TA EAEA TT λλ −=− )(

     得到  |||||| EAEAEA TT λλλ −=−=−
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（4）设 n阶矩阵 A= , 如果 （A的各列之和小于 1） )( ija nia
n

j
ij ,,2,11||

1
L=<∑

=

     或  （A 的行之和小于 1）有一个成立，则矩阵 A 的所

有特征值的模 

nja
n

i
ij ,,2,11||

1
L=<∑

=

nkk ,,2,11|| L=<λ   

（5） 若 X是对应于λ的特征向量，则对 R中任意非零常数µ，则 Xµ 也是λ对应的特

征向量。因为  A（ Xµ ）= AXµ =λ（ Xµ ） 

（6） 若 是特征值21 , XX λ对应的两个不同的特征向量， 21 ,µµ 是 R中任意非零常数，

则 2211 XX µµ + 仍是λ对应的特征向量。 

  综合（5），（6）得到结论：如果 都是 A 的特征值SXXX L21 , λ所对应的特征向

量， sµµµ L21 , 是 R中的任意非零常数，那么 SS XXX µµµ L++ 2211 也是λ所

对应的特征向量。 
 

（7） 方阵 A 的不同特征值对应的特征向量线性无关。即：如果 分别是 A

的 S 个不同特征值

sXXX L21 ,

sλλλ L21 , 所对应的特征向量，则向量组 线性无

关。 

SXXX L21 ,

（8）如果 A为实对称矩阵，那么 A的所有特征值一定是实数 

（9）若 λ是方阵 A的特征值，则 的特征值；
kk A是λ ）（是 Aϕλϕ )( 的特征值。 

（其中 ） m
m

m
m AaAaEaAaaaa +++=++++= LL 10

2
210 )(,ϕλλλλϕ ）（

  （10）当 A可逆时，
λ
1
是 的特征值。 1−A

3、特别提示： 
（1） 计算 n阶方阵 A的特征值与特征向量的步骤： 

（Ⅰ）计算特征多项式
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（Ⅱ）求 )(λf =0的根： sλλλ L21 , （设有 S个不同的根） 
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（ Ⅲ ） 对 每 一 个 sii L,2,1=λ 求 齐 次 线 性 方 程 组

 的一个基础解系。      （ⅲ） 
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那么 A的特征值就是 sλλλ L21 , ，A的对应 sii ,,2,1 L=λ 的特征向量就是方程

组（ⅲ）的非零解向量 X。 

（2）由特征值 sii L,2,1=λ 对应的特征向量的求法可知，齐次线性方程组（ⅲ）的基

础解系中的每一个非零解向量 X都是 sii L,2,1=λ 所对应的一个特征向量，而基础

解系的线性组合就是 sii L,2,1=λ 对应的所有特征向量。 

（八） 相似矩阵与相似变换及方阵的对角化 
1、 相似矩阵、合同矩阵与相似变换 
 （1）定义：设 A与 B都是 n阶方阵，若有可逆矩阵 P，使 

BAPP =−1
， 

          则称 B是 A的相似矩阵，或说 A与 B相似，记为 BA ~  。 

对 A进行运算 APP 1−
称为 A进行相似变换。 

   (2) 定义：设 A与 B都是 n阶方阵，若有可逆矩阵 P，使 

BAPPT =  
    
           则称矩阵 A与 B合同。 
     特别提示：A与 B合同⇒A与 B相似，反之不一定。 

 
2、相似矩阵性质： 

（1） A ~ A （自反性）  因为 AAEE =−1  

（2） 若 A ~ B 则 B ~ A  （对称性） 因为 P可逆，那么 1−P 也可逆，且  PP =−− 11 )(

由  BAPP =−1
得到   ，所以 B ~ A 。 ABPP =−−− 111 )(

（3） 若 A ~ B ，B ~ C 则 A ~ C （传递性）。 
（4） 若 A ~ B，则 A与 B有相同的特征值。因为  

|||||||||||| 1111 PEAPEPPAPPEAPPEB ⋅−⋅=−=−=− −−−− λλλλ = 
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= || EA λ− ，故 A与 B有相同的特征多项式所以有相同的特征值。 

（5） 若 A ~ B 则 |A|=|B|。（相似矩阵的行列式值相等） 

 因为 |B|= |  ||||||||| 11 APAPAPP =⋅⋅= −−

（6） 若 A ~ B 则 （相似矩阵的秩相同） )()( BRAR =

（7） 若 A ~ B 则 A与 B 或都可逆或都不可逆。当 A与 B都可逆时有 11 ~ −− BA  

由性质（5）|A|=|B| 以及方阵 A可逆 0|| ≠⇔ A 知，A与 B的可逆性是一致的。 

而 ，所以PAPAPPB 11111 )( −−−−− == 11 ~ −− BA 。 

（8） 若 n阶方阵 A与对角矩阵 相似，则
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nλλλ L21 , 既是 A的

n个特征值。 

 （9）若 A ~ B ，则 1−= PPBA mm
。特别地，当 B为对角阵 时 
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3、方阵 A的对角化  
      相似的矩阵具有许多共同的性质。因此，对于 n 阶矩阵 A，我们希望在与 A 相似
的矩阵中寻求一个较简单的矩阵，在研究 A 的性质时，只需先研究这一较简单的矩阵

的同类性质。而对 n 阶方阵 A，寻求相似变换矩阵 P，使 Λ=− APP 1
为对角矩阵，这

就称为把方阵 A对角化。 
任意方阵的对角化： 
（1）方阵 A可对角化  A有 n个线性无关的特征向量。 ⇔
（2）如果 A有 n个不同的特征值，则 A一定可以对角化。 

（3）方阵 A可对角化  n元齐次线性方程组⇔ 0)( =− XEA iλ 的基础解系中线性无

关解向量的个数等于 iλ 的重数。 
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对称矩阵的对角化: 
 

(1) 对称矩阵的特征值为实数 

(2) 设 21 ,λλ 是对称矩阵 A 的特征值, 是对应的特征向量.如果21 , PP 21 λλ ≠ ,则非零向

量 正交. 21 , PP

(3) 设λ是对称矩阵A的m重特征值,那么 n元齐次线性方程组 0)( =− XEA iλ 的基础

解系中正好有 m个线性无关的特征向量. 

(4) 设 A为 n阶对称矩阵，则必有正交矩阵 P，使得 Λ=− APP 1
，其中 是以 A的 n

个特征值为对角元素的对角矩阵。 

Λ

4、特别提示： 

   （1）方阵 A的特征值λ所对应的特征向量 X一定是非零向量。 

（2） 如果λ是方阵 A的特征单根，那么方程组 0)( =− XEA λ 的基础解系只有一个非

零解向量；如果λ是方阵 A 的 m 重特征值，那么方程组 0)( =− XEA λ 基础解

系里的非零解向量的个数小于等于 m.  

（3） 不是任意矩阵都能与对角矩阵相似。当λ是 A的 m重特征值，而 0)( =− XEA λ

的基础解系里的解向量正好有 m个时， A则可对角化。 
（4） 由（3）可知不是任意矩阵都能与对角矩阵相似，但任意矩阵都可以和约当阵相似。 

即：对任意 n阶方阵 A，都存在可逆矩阵 T，使 ，J为约当形矩阵。 JATT =−1

约当形阵定义：称 为约当块。 
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如果一个分块对角阵的所有子块都是约当块，即  
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其中  都是约当块，则称 J为约当形矩阵。 siJ i ,,2,1 L=
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例：  都是约当形矩阵。 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

200000
120000
012000
000400
000010
000011

,
000
100
010

,
300
130
013

而对角阵可以看成每个约当块都为一阶的约当形矩阵。 
 5、判断 n阶方阵 A可对角化的步骤如下： 

（1）计算特征多项式

λ

λ
λ

λ

−

−
−

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

f

L

MMMM

L

L

21

22221

11211

)(  

（2）求 )(λf =0的根： sλλλ L21 , （设有 S个不同的根） 

（3）分别将 sii ,,2,1, L=λ 代入齐次方程组 0)( =− XEA iλ 求解。 

（4）当 时, A有 n个无关的特征向量 ，那么 A可对角化 ns = nXXX ,,, 21 L

          令 P= ( ，显然 P为可逆矩阵，且有 )nXXX L21

          

          成立。这里要注意的是

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−

n

APP

λ

λ
λ

O
2

1

1 niX ii ,,2,1, L=λ是  

所对应的特性向量。 

如果用无关向量组的施密特（Schimidt）正交化方法将  nXXX ,,, 21 L

化为规范正交向量组 ，再令 P=  显然 P为正交矩阵，仍有： nPPP L,, 21 )( 21 nPPP L

   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==−

n

T APPAPP

λ

λ
λ

O
2

1

1
成立。 

（5） 当 时，设ns < iλ  是 A的 m重特征值，而方程组 0)( =− XEA iλ 的基础解系里

正好有 m个无关向量，则 A 仍有 n 个无关的特征向量 ， A 可对nXXX ,,, 21 L
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角化。而求可逆阵或正交阵 P，使 的方法同（4）。 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−

n

APP

λ

λ
λ

O
2

1

1

（6） 当 时，设ns < iλ  是 A的 m重特征值，而方程组 0)( =− XEA iλ 的基础解系里

无关向量的个数小于 m，则 A不能与对角矩阵相似，但一定可以和前面提到的约
当形矩阵相似（至于如何找约当形矩阵这里就不再叙述） 

（九） 二次型及标准形、二次型的矩阵、二次型的秩  正定二次型 

1、二次型定义：只含有二次项的 n元多项式 

j
ji

iijn xxaxxxf ∑
≤

=),...,( 21   称为 的一个二次型。 nxxx ,..., 21

2、二次型的矩阵式及秩：令：A=  ，  X=   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MMM

L

L

21

22212

11211

.

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nx

x
x

M
2

1

则得到二次型的矩阵表达式：   AXXf T=

特别提示：（1） 我们把矩阵 A秩 rAR =)( 称为二次型  的秩。 AXXf T=

         （2） 一个对称矩阵对应一个二次型，即二次型的矩阵式唯一。 

3、二次型的标准形： 称  为二次型的标准形。 22
22

2
11 rr yyyf λλλ +++= L

    

其中：（1）   （2）rAR =)( nr ≤   （3） rii L,2,10 =≠λ  

  4、正定二次型： 

（1）定义： 对二次型  如果对任意的 XAXXf T= 0≠ 都有  AXXf T= 0>

称二次型 为正定二次型，称 A是正定的。若 XAXXf T= 0≠ 都有  AXXf T= 0<

称二次型 为负定二次型，称 A是负定的。 AXXf T=

（2）判断二次型正（负、不定）的方法：     
 二次型为正定的充要条件是其标准形的 n个系数全为正，即它的正惯性指数
为 n；二次型为负定的充要条件是其标准形的 n个系数全为负。否则为不定 
 如果二次型的矩阵 A的 n个特征值都大于零，则二次型为正定二次型。  
如果二次型的矩阵 A的 n个特征值都小于零，则二次型为负定二次型。 
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 已知 A为二次型对应的对称矩阵 ，如果 A满足 

0,0,0

21

22212

11211

2212

1211
11 >>>

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

aa
aa

a

L

MLMM

L

L

L 则二次型为正定。 

0)1(,0,0,0

21

22212

11211

332313

232212

131211

2212

1211
11 >−<><

rrrr

r

r

r

aaa

aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

aa
aa

a

L

MLMM

L

L

    （ nr L,2,1= ）奇数阶主子式小于零，偶数阶主子式大于零。 

5、化二次型为标准形方法： 
（1）用正交变换化二次型为标准形                          

•  如果二次型矩阵 A 有 n 个不同的特征值 nλλλ L,, 21 ，其对应的 n 个特征向量

是正交向量组，再将 单位化， nXXX L21 , nXXX L21 ,

,1
1 X

XP =
n

n
n X

X
P

X
XP == L,

2

2
2  ，再 令 P= ( )nPPP L21  

则二次型标准形：  22
22

2
11 nn yyyf λλλ +++= L

所用的正交变换：X=PY    
 
      •   当二次型矩阵 A的特征值小于 n 时，首先对 A的特征重根对应的线性无关的特

征向量用施密特（Schimidt）正交化得到正交规范向量组，再对单根的特征向量

单位化，这样又得到一个正交矩阵 P= ( )nPPP L21 ，得 

          二次型标准形：   （22
22

2
11 rr yyyf λλλ +++= L nr < ） 

所用的正交变换：X=PY    
（2）用配方法化二次形为标准形（也称拉格朗日配方法）       
       用配方法化二次型为标准形的要点是：利用和的平方公式与两数平方差的公式逐步

消去非平方项。如果二次型中有含 平方项，则把与 有关的所有项集中配成完全平

方项，而后面剩余的项不再含 ，然后再对剩余的项继续使用上面的方法直到完全消

去非平方项；如果二次型中没有平方项，对项 可令

ix ix

ix

ji xx jijjii yyxyyx +=−= , ，

代入到二次型中则会出现 的平方项，再按上述方法完全消去非平方项。 kk yx = iy
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 例 1：化二次型  为标准形，并求出

所用变换矩阵 C 。 

2
332

2
23121

2
1321 2224),,( xxxxxxxxxxxxf −+++−=

解  先将含 的项集中，配成一个完全平方项，然后再集中含 的项，依次类推最后完

全消去非平方项。即  

1x 2x

2
3

2
2323121

2
1321 22)24(),,( xxxxxxxxxxxxf −+++−= = 

               = = 2
332

2
2

2
321 363)2( xxxxxxx −+−+−

               =  2
32

2
321 )(3)2( xxxxx −−+−

  作变换： ，        
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

+−=

33

322

3211 2

xy
xxy

xxxy
⇒

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3

2

1

3

2

1

100
110
121

y
y
y

x
x
x

 则二次型标准形：    2
2

2
1321 3),,( yyxxxf −=

所用变换矩阵 C= 。注：此时 C= 只是可逆矩阵而非正定。 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
110
121

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
110
121

例 2：化二次型 323121321 3),,( xxxxxxxxxf −+=  为标准形，并求出所用变换矩阵 C 。 

   解  因为二次型 中没有平方项，所以先作一个可逆变换，使其出现平方项，根据平方差
公式，令 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
−=

33

212

211

yx
yyx
yyx

    代入到二次型中，得 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⇒

3

2

1

2

2

1

100
011
011

y
y
y

x
x
x

3231
2
2

2
1321 42),,( yyyyyyxxxf +−−=    

把含 的项配成完全平方项，再把含 的项配成完全平方项，得到 1y 2y

32
2
2

2
3

2
31321 4)(),,( xxyyyyxxxf +−−−= = 

            =  2
332

2
21 3)2()( yyyyy +−−−

令     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
−=

33

322

211

2
yz

yyz
yyz

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⇒

100
210

101

3

2

1

y
y
y
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于是得到二次型的标准形  2
3

2
2

2
1321 3),,( zzzxxxf +−=

所用可逆变换  X= =CZ 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

3

2

1

3

2

1

300
110

311

100
210
101

100
011
011

z
z
z

z
z
z

（3） 应用初等变换法化二次型为标准形   
 

    先看例题：将二次型 化为标

准形  

2
3

2
2323121

2
1321 2422),,( xxxxxxxxxxxxf +++++=

解  二次型对应矩阵   ，下面对 做初等变换 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

121
221
111

A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
E
A

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

100
010
111

010
110
001

100
010
111

011
111
001

100
010
001

121
221
111

13

12

13

12 LLLLLL
rr
rr

cc
cc

E
A

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⎯⎯ →⎯

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
− −

100
110

011
0
100

010
001

100
110

011

110
010
001

2
23 LLLL

rrcc   令 C=  及 X=CY   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

100
110

011

我们得到二次型的标准形： 

YYYACCYACYCYAXXxxxf TTTTT

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
====

100
010
001

)()(),,( 321 = 

                 =  2
3

2
2

2
1 yyy −+

特别提示：使用此方法有一个规定：在对 的列进行一次初等列变换后则必须马上再对

它实施一次相同的行的初等变换 ；我们的目的就是把矩阵 A化成对角阵。一旦 A经过初等
变换化成了对角阵，而单位阵 E 经过初等变换后得到的矩阵就是化二次型为标准型所用的

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
E
A
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可逆变换矩阵 C。 

    另：也可把 写成 进行初等变换，但对⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
E
A ( EA ) ( )EA 是先进行行变换再进行

一次相同的列变换，得到的结果是一致的。 
6、几点结论 

（1） 任意实二次型 都可以经过一个正交变换化为标准形 AXXf T=

（2） 任意实二次型 都可以经过一个可逆变换化为标准形 AXXf T=

即：任意对称矩阵都与一个对角阵合同。 
（3） 设用两种方法化二次型为标准形分别为 

             22
22

2
11 rr yyyf λλλ +++= L

          22
22

2
11 ss zzzf κκκ +++= L

则有：  sr =  ； rλλλ L21 , 与 sκκκ L21 , 中正数与负数的个数一致。 

（4） 二次型的正定（负定）的判定，是在二次型的标准形中的惯性指数为 n时判定，如
果其惯性指数小于 n则为不定二次型。 

7、关于矩阵正定、负定的应用 
利用二次型矩阵的正定性概念，可以给出多元微积分中关于多元函数极值的判定的

一个充分条件：  设 是 n 元函数 的驻点，且

在 的某个邻域里有一阶、二阶连续偏导数。 

),,( 00
2

0
10 nxxxx L= ),,( 21 nxxxf L

),,( 21 nxxxf L 0x

令  其中 是函数关于自变量 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

)()()(

)()()(
)()()(

)(

00201

02022012

01012011

0

xfxfxf

xfxfxf
xfxfxf

xH

nnnn

n

n

L

MMMM

L

L

)( 0xfij

   在点 的二阶偏导。ji xx与 ),,( 00
2

0
10 nxxxx L= nji L,2,1, =   

称 为函数在 点的 n阶赫斯（Hess）矩阵 )( 0xH 在),,( 21 nxxxf L ),,( 00
2

0
10 nxxxx L=

再令 )( 0xH k  是 的 k阶主子式，)( 0xH nk L,2,1=  

我们有以下判别法： 

（1） 当 正定矩阵时，即)( 0xH )( 0xH k nk L,2,1,0 => ，则 是函数的极小值  )( 0xf

（2） 当 负定矩阵时，)( 0xH k)1(− )( 0xH k nk L,2,1,0 => ，则 是函数的极大值 )( 0xf

（3）当 是不定矩阵时， 非极值。 )( 0xH )( 0xf
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例：求函数 的极值 333 333),,( zyyzxzxyxzyxf +++++=

解：  由   的到驻点
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++=

=++=

=++=

0223

0333

0333

2

2

2

yxzf

zxyf

zyxf

z

y

x

( ) ( )2,2,2,0,0,0 21 −−−PP  

        

333

363

336

===

===

===

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

fff

fyff

ffxf

 

则得到赫斯矩阵    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1233
3123
3312

)(,
033
303
330

)( 21 PHPH

由 0)( 11 =PH 知 是不定的，故（0，0，0）点不是函数的极值点。 )( 1PH

由 01350)(,0135|)(|,012|)(| 232221 <−=>=<−= PHPHPH 知  ( )2PH

负定矩阵，所以 12)2,2,2( =−−−f 是函数的极大值。     

二  经典例题 

例一： 
求三阶矩阵  

          A= 特征值与特征向量。 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

111
131

111

 解：A的特征多项式为  

485
111

131
111

23 −+−=
−
−−

−−
=− λλλ

λ
λ

λ
λEA  =0 

又 ( ) 2223 )2(1)44)(1(485 −−=+−−=−+− λλλλλλλλ  

于是得到 A的特征值为  2,1 321 === λλλ 。 

将 11 =λ 代入到齐次方程组 0)( =− XEA λ ，得 

      

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=−

0
0
0

011
121

110
)(

3

2

1

x
x
x

XEA λ   对系数矩阵 A进行初等行变换得 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

011
110
000

011
110

110

011
121

110
  得到方程组的基础解系 ， 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

1
1
1

1P

则 即为1P 11 =λ 的一个特征向量，而方程组的通解 即为11Pk 11 =λ 对应的所有特征向量。 

   

再将 232 == λλ  代入到齐次方程组 0)( =− XEA λ ，得 

 得到方程组的基础解系   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

000
000
111

111
111

111

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1
0

,
1
0
1

32 PP

则 都是32 PP和 232 == λλ 对应的特征向量，而方程组的通解 3322 PkPk + 是 232 == λλ

对应的所有特征向量。 
特别提示：矩阵 A的特征值λ所对应的特征向量不唯一。 

 
例二： 
   求矩阵  

         的特征值。 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

=

22000
31000
41122
02212
21221

A

解：先将矩阵 A分解为分块矩阵  

          A=  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

3

21

0

22000
31000

41122
02212
21221

A
AA

M

M

LLMLLL

M

M

M

 

令矩阵 A的特征多项式 2331
23

231
5 0

EAEA
EA

AEA
EA λλ

λ
λ

λ −⋅−=
−

−
=− =0 

  由 031 =− EA λ 得到 的特征值  1A 1,5 321 ==−= λλλ  

  由 023 =− EA λ 得到 的特征值  2A 1,4 54 −== λλ  

  故所求矩阵 A的特征值为  1,5 321 ==−= λλλ  ， 1,4 54 −== λλ 。 
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 特别提示：利用分块矩阵，将求高阶矩阵的特征值问题转化为求低阶矩阵的特征值。 
 
例三： 

  填空：已知 n阶矩阵 A的特征值为 nλλλ L,, 21 ，对应的特征向量分别为  nXXX L,, 21

则  
 （1） 的特征值为              kA ，对应的特征向量为                  。 

 （2） 的特征值为              mA ，对应的特征向量为                  。 

  (3)  A可逆时， 特征值为              1−A ，对应的特征向量为               。 

 （4）A可逆时， 特征值为              ∗A ，对应的特征向量为               。 

 （5）P为可逆矩阵， APP 1−
特征值为          ，对应的特征向量为              。 

（6）设多项式 ，则矩阵多项式 mm
mm cxcxcxcxf ++++= −
−

1
1

10)( L

      的特征值为              EcAcAcAcAf mm
mm ++++= −
−

1
1

10)( L ，对应的特

征向量为               。  
 

 （7） 的特征值为              TA 。 

解：（1） 由题设知 iii XAX λ= ( ni L,2,1= ),于是由 iiii XkAXkXkA )()()( λ== 得，kA  

        的特征值为 nkkk λλλ L,, 21 ，特征向量是 。 nXXX L,, 21

  （2） 题设知 iii XAX λ= （ ni L,2,1= ），又由  i
m
ii

m
ii

m XXAXA λλ === − L1

        得， 的特征值是 ，对应的特征向量是  mA m
n

mm λλλ ,,, 21 L nXXX L,, 21

  （3）题设 iii XAX λ= （ ），及 A可逆，即ni L,2,1= 021 ≠= nA λλλ L ， 

知 0≠iλ  （ ），从而的到ni L,2,1= i
i

i XXA
λ
11 =−

，所以 的特征值是 1−A

nλλλ
1,,1,1

21

L ，所对应的特征向量是 。 nXXX L,, 21

 （4） 意到 1−∗ ⋅= AAA ，结合（1），（3）可得 的特征值是
∗A

n

AAA
λλλ

,,,
21

L ，对应的特

征向量是  nXXX L,, 21
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（5） 由 iii XAX λ=  （ ），得 再左乘ni L,2,1= ,1
iiii XXAPPAX λ== − 1−P 有 

( ) )( 1111
iiiii XPXPXPAPP −−−− == λλ ，所以 APP 1−

的特征值是 nλλλ L,, 21  

所对应的特征向量是 。 nXPXPXP 1
2

1
1

1 ,,, −−− L

（6） 结合（1）、（2）可得，矩阵多项式的特征值为 ( ) ( nfff )λλλ ,,),( 21 L ，特征向量 

nXXX L,, 21 。 

 （7） 由 ( ) EAEAEA TT λλλ −=−=− || ，所以 的特征值为
TA nλλλ L,, 21 。 

例四： 

  已知向量 是矩阵 A= 的逆矩阵 的特征向量，试求常数 的值。 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1

1
kX

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

211
121
112

1−A k

解：矩阵 A的特征多项式  

( ) ( 41
211

121
112

2 −−−=
−

−
−

=− λλ
λ

λ
λ

λEA )  

       所以，A 的特征值为 4,1 321 === λλλ ，由于 X 是 的特征向量，则它也是 A

的特征向量。由

1−A

XAXXAX 4== ，或 解得 1,2 =−= kk 或  。 

例五：设 3阶矩阵 A的特征值分别为 3,1,1 321 ==−= λλλ ，对应的特征向量依次为 

      ，又向量  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
1
0

,
1
1

1
,

0
1

1

321 XXX
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
0
2

3
Y

 

（1） 将Y 用 线性表示 321 ,, XXX

（2） 求 YAn  （ n为自然数） 

   解：（1） 设 332211 XkXkXkY ++= ，得方程组 

          对方程组的增广矩阵进行行的初等变换 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
−=+−−

=+

0
2

3

21

321

21

kk
kkk

kk
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−=

1100
1010
2001

0110
1010
3101

0110
1100
3011

0110
2111

3011
~A

  得解为  ， 故 1,1,2 321 === kkk 3212 XXXY ++=   

    （2） 方法一：利用 3,2,1, == iXAX iii λ  ，有 = )2( 321 XXXAYA nn ++=

          =  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−+−

+−
=++=++ +

n

nn

n

nnnnn XXXXXAXA
31

13)1(2
1)1(2

22 1
332211321 λλλ

         方法二：令 =  ，则  ( )321 XXXP =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

110
111
011

               ，于是有  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=−

300
010
001

1 APP 1

300
010
00)1(

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
= PPA

n

n

n

n

 

从而   =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
= − YPPYA

n

n

n

n 1

300
10

00)1(

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−+−

+−
+

n

nn

n

31
13)1(2

1)1(2
1

例六： 

已知 3阶矩阵 A的特征值分别为 1，-1，2。设矩阵  23 5AAB −=

试计算：（1）|B|     （2） |A-5E|   

解：（1）设λ是 A的一个特征值，由 知，B的特征值为 ，即 23 5AAB −= 25 5λλ −

        B的特征值分别为 12,6,4 −−− . 于是 |B|= 288−  。 

   （2） 因为矩阵 A的特征值分别为 1，-1，2 ， 

所以 ( )( )( )211 −+−=− λλλλEA ，令 5=λ 代入到 A的特征方程中，得 

 ( )( )( ) 722515515 −=−+−=− EA  。 
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例七：将二次型 化为标准形并判

断其正定性 。 

323121
2
3

2
2

2
1321 484636),,( xxxxxxxxxxxxf +++++=

     解 ：方法一 （用正交变换法化二次型为标准形） 
 已知二次型所对应的矩阵 

A=  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

624
232
426

A的特征多项式 0)11()2(
624

232
426

)( 2 =−−=
−

−
−

= λλ
λ

λ
λ

λf  

得特征值 11,2 321 === λλλ  

将 221 == λλ 代入到方程 0)( =− XEA λ   得基础解系  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
0
1

,
0
2

1

21 ξξ

再 用 Schimidt 方 法 将 正 交 规 范 化 化 ， 得 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
0
1

,
0
2

1

21 ξξ

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅=

5
2
4

3
5,

0
2

1

5
1

21 PP   。 

将 113 =λ 代入到方程组 0)( =− XEA λ 中，得基础解系 ，单位化得 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2
1
2

3ξ

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2
1
2

3
1

3P 。令  于是 ( 321 PPPP = )

二次型标准形 ：  ， 所用正交变换 X=PY 。 2
3

2
2

2
1321 1122,,( yyyxxxf ++=

由于二次形的标准形的正惯性指数是 3，所以二次型为正定的。 
 

方法二：（用配方法化二次型为标准形） 

       = 323121
2
3

2
2

2
1321 484636),,( xxxxxxxxxxxxf +++++=

= =+++++ 332
2
2

2
321 3

10
3
4

3
7)

3
2

3
1(6 xxxxxxx   
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= 2
3

2
32

2
321 7

22)
7
2(

3
7)

3
2

3
1(6 xxxxxx +++++  

令

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

+=

++=

33

322

3211

7
2

3
2

3
1

xy

xxy

xxxy

 ， 得可逆变换

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−=

+−=

33

322

3211

7
2

21
12

3
1

yx

yyx

yyyx

 

于是二次型的标准形为 ： 321321 7
22

3
76),,( yyyxxxf ++=  

方法三：（用初等变换法化二次型为标准形） 
 

令 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

⎯→⎯

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

⎯→⎯

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

100
010
3
2

3
11

3
10

3
20

3
2

3
70

006

100
21
3
2

3
11

3
10

3
24

3
2

3
72

006

100
010
001
624
232
426

E
A

→  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
⎯→⎯

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
⎯→⎯

100
7
210
21
12

3
11

21
6600

0
3
70

006

100
7
21
21
12

3
11

21
66

3
20

0
3
70

006

1  

得 到 二 次 型 的 标 准 形 ： 321321 21
66

3
76),,( yyyxxxf ++= 所 用 可 逆 变 换

YX

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

=

100
7
210
21
12

3
11

 

   
特别提示：这里三种方法化二次型为标准形所用的变换矩阵不同，标准形的系数也不同， 

         但是它们的正惯性指数是一样的。 
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